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Книга представляет собой обзор исследований по 
ветвлению функций, определенных кратными интегра- 
лами. В последние годы эта задача привлекла внима- 
ние физиков и математиков в связи с изучением осо- 
бенностей интегралов Фейнмана в теории возмущений. 

Изложение четкое и систематическое. Все теоремы, 
определения и аксиомы точно формулируются. 

Благодаря такому характеру изложения книга до- 
ступна и студентам младших курсов. Поскольку она 
рассчитана не только на математиков, но и на физиков, 
у читателя не предполагается почти никаких предвари- 
тельных знаний, выходящих за рамки курса анализа. 
Первую часть книги можно использовать как учебное 
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Книга Фама — это обзор исследований по ветвле-- 
нию функций, определенных кратными интегралами. 
Она содержит также ясное изложение необходимого 
топологического аппарата, доступное как математи- 
кам, так и физикам. 

Интерес физиков к ветвлению интегралов связан 
с изучением особенностей интегралов Фейнмана в тео- 
рии возмущений. Математическая задача состоит в 
следующем. Рассматривается интеграл алгебраиче- 
ской дифференциальной формы, алгебраически зави- 
сящей от параметров, по циклу алгебраического мно- 
гообразия. Значение интеграла аналитически зависит 
от параметров вне некоторого подмногообразия ком- 
плексного пространства параметров, называемого мно- 
гообразием Ландау. Исследование характера особен- 
ности вблизи многообразия Ландау сводится к изу- 
чению действия фундаментальной группы дополнения 
к многообразию Ландау в комплексном пространстве 
параметров на гомологии многообразия, по циклам 
которого проводится интегрирование. . 

В простейшей ситуации вопрос решается формулой 
Пикара — Лефшеца и теорией вычетов Лере; для 
определения фундаментальной группы следовало бы 
воспользоваться результатами Зарисского |). 


1) Формулы Зарисского [1*] были применены к фейнманов- 
ским интегралам Понцано и Редже [1*]. 


# 
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Вычисления, проведенные французскими физи- 
ками, оказались полезными и в чисто математических 
исследованиях. Так, Брискорн [1*] вывел из резуль- 
татов Фама, что 28 многообразий 


дааа: = 0 2 PH + leL 
k= 1, ,:.,.26, 


представляют 28 дифференцируемых структур Мил- 
нора на семимерной сфере. 

Книга Фама рассчитана на математиков, не зна- 
комых с фейнмановскими интегралами, и на физиков, 
не знакомых с топологией. Автор не предполагает 
у читателя предварительных знаний, выходящих за 
рамки курса анализа. Значительную часть книги 
можно использовать как учебник по топологии, ориен- 
тированный на аналитические приложения. 


В. Арнольд 


ь 


`ВВЕДЕНИВ 


В этой книге изложены результаты, полученные 
Д. Фотиади, М. Фруассаром, Ж. Ласку и автором и 
опубликованные в двух статьях!). Результаты этих 
статей здесь воспроизведены и дополнены, причем 
часть доказательств опущена. Я старался написать 
связную книгу, понятную для читателя-нематематика, 
поэтому большое место отведено напоминанию извеся- 
ных математических понятий (этому, например, почти 
целиком посвящены первые две главы). Однако пред- 
полагается, что читатель знаком ‘с элементарными 
понятиями общей топологии ?). 

Эта работа возникла в связи с важной главой. в 
физике элементарных взаимодействий — проблемой 
особенностей Ландау. Статья Л. Д. Ландау [1] вы- 
звала большой поток работ. Обнаружилось два при- 
мечательных обстоятельства: некоторые из получен- 
ных результатов весьма элегантны (такие, как пра- 
вила Куткоски [1]), носят весьма общий характер и 
фактически выходят за рамки теории возмущений 
(что, впрочем, Ландау и предсказывал), другие же 
выявляют необычайную сложность вопроса, причем 
создается впечатление, что более глубокое его изуче- 
ние может привести лишь к новым «патологиям». 

Мы увидим, что систематическое изучение задачи 
можно вести в весьма широких математических рам- 
ках, так что «хорошие» результаты перестают быть 


1) Dam [1] и Фотиади, Фруассар, Ласку, Pam [1]. 

2) Их можно найти, например, в начале маленькой книги 
Уоллеса [1]. (См. также Бурбаки Н., Общая топология. Основ- 
ные структуры, Физматгиз, М., 1958. — Прим. ред.) 
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таинственными, а «плохие» — патологическими. Общая 
проблема сводится к исследованию аналитических 
свойств функций, заданных кратными интегралами; 
можно рассматривать интегрирование по всему евкли- 
дову пространству (как в случае интегралов Фейн- 
мана в теории возмущений) или по подмногообразию 
евклидова пространства (как в случае интегралов 
унитарности). При этом интегрируется аналитическая 
функция, аналитически зависящая от внешних комп- 
лексных параметров. Комплексифицируя многообра- 
зие, по которому ведется интегрирование, мы предпо- 
ложим, что особенности подинтегральной функции 
образуют аналитическое подмножество комплексного 
многообразия всех параметров (как внутренних, так 
и внешних). Это аналитическое подмножество есте- 
ственным образом проектируется на многообразие 
внешних параметров, и можно рассмотреть его ви- 
димый контур. В главе IV мы покажем, используя 
теорему изотопии Тома, что интеграл является анали- 
тической функцией всюду, кроме точек этого контура, 
называемого особенностью Ландау данного интеграла. 

‚Уже на этом этапе можно объяснить патологии, 
наблюдаемые физиками: известно, например, что на 
плоскости кривые видимого контура имеют в случае 
общего положения точки возврата; в трехмерном про- 
странстве у поверхностей видимого контура, кроме 
ребер возврата, могут, вообще говоря, встречаться 
изолированные особенности, называемые «ласточки- 
ными хвостами», и т. д. 

В основном благодаря работе Р. Тома [2], которая 
будет здесь упомянута весьма поверхностно, мы до- 
вольно много знаем об особенностях, появляющихся 
в случае общего положения на видимых контурах. 

Заметим, что речь пойдет не только о видимых 
контурах многообразий, но и о видимых контурах 
аналитических множеств: для того чтобы их опреде- 
лить, мы используем стратификацию аналитического 
множества (понятие, введенное Уитни [3] и Томом 
[31), т. е. разбиение этого множества на многообразия, 
называемые стратами. Отношения примыкания между 
различными стратами играют основную роль в.клас- 
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сификации особенностей Ландау и связаны с тем, что 
физики называют иерархией особенностей. 

После этих чисто геометрических рассмотрений мы 
уточним характер особенностей аналитической функ- 
ции, заданной интегралом, в случае, когда особенно- 
сти подинтегральной функции заполняют несколько 
подмногообразий, находящихся в общем положении. 
Мы покажем (в гл. У и УП), как меняется цикл, по 
которому ведется интегрирование, когда внешние па- 
раметры описывают малую петлю вокруг особенности 
Ландау: это проблема ветвления интеграла. Отсюда 
будут получены (в гл. VI) точные выражения для 
_ особой части аналитической функции на особенности 
Ландау, по крайней мере в предположении, что все 
особенности подинтегральной функции — полюсы. Мы 
увидим, что в этом случае особенностями интеграла 
могут быть лишь полюсы, алгебраические особенно- 
сти второго порядка или логарифмические особенно- 
сти. Впрочем, это исследование не потребовало от нас 
никакого воображения, так как основная часть работы 
была уже проделана Ж. Лере [1]. 

Заодно мы убедимся в том, что правила Кутко- 
ски — это тривиальное следствие формул ветвления и 
теории вычетов Лере. Некоторые физики (в частно- 
сти, группа Полкингорна, см. Фаулер [1]} подозревали 
о существовании этой связи между правилами Кутко- 
ски и вычислением вычетов, но не могли выразить ее 
точным образом из-за отсутствия адекватного мате- 
матического аппарата. Напомним, что гомологические 
понятия, существенные для теории Лере, были приду- 
маны Пуанкаре [1] (1895) как раз для того, чтобы 
обобщить теорию вычетов на случай нескольких пе- 
ременных, возмещая этим отсутствие геометрической 
интуиции в многомерном пространстве. 

Изложение будет чисто математическим, и в то 
время как его теоретический интерес для физика оче- 
виден, при практическом применении возникают не- 
которые проблемы, которые я сейчас коротко опищу. 

Во-первых, если речь идет о геометрии особенно- 
стей Ландау, то, «к несчастью», легко видеть, что 
некоторые ситуации, реализующиеся в физике, не 
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являются ситуациями общего положения в смысле 
Тома. Этот вопрос я рассмотрю в моей диссертации |). 
Здесь скажу лишь, что эти случаи, в которых к тому 
же нет ничего таинственного, не вызывают серьезных 
трудностей. 

Другая практическая проблема — эффективное по- 
строение стратификации изучаемого аналитического 
множества. Для физика это подмножество является 
просто объединением подмногообразий аффинного 
пространства, находящихся в общем положении, так 
что его стратификация тривиальна. К сожалению, 
теорему изотопии Тома можно применять лишь к 
компактифицированному множеству 2), откуда возни- 
кает (по-видимому, довольно сложная) задача стра- 
тификации «на бесконечности». Важно научиться ре- 
шать эту задачу, чтобы представлять себе, как вы- 
глядят все особенности Ландау второго типа [так 
физики (см. Фэрли и др. [1]) называют видимые кон- 
туры «стратов на бесконечности»]. 

Наконец, важная математическая проблема, для 
решения которой в основном и служат гомологиче- 
ские понятия: продолжить полученные здесь локаль- 
ные результаты до глобальных. Можно, например, 
поставить следующий вопрос: действительно ли все 
особенности Ландау являются особенностями «где- 
нибудь» (т. е. по крайней мере на одном из «листов» 
многозначной аналитической функции, определенной 
интегралом)? Это приводит к следующей гомологиче- 
ской задаче: в гл. \ (п. 1.1) определяется представ- 
ление фундаментальной группы базы (многообразие 
внешних параметров) в пространстве гомологий слоя 
(многообразие, по которому интегрируют); как узнать, 
является ли это представление неприводимым? Разу- 
меется, рецепт, предложенный в начале п. 3 (гл. У) 
для решения таких задач, остается лишь благим по- 
желанием: этот рецепт легко применить лишь в слу- 


1) См. Dam [2*]. — Прим. ред. 

2) Не говоря уже о том, что для того, чтобы интеграл имел 
смысл, многообразие, по которому интегрируют, должно быть 
компактным. 
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чае наиболее простых интегралов Фейнмана (ср. не- 
опубликованную статью Д. Фотиади и автора); для 
несколько менее тривиального интеграла Фейнмана 
трудно вычислить сами группы гомологий (ср. Фе- 
дербуш [1]). Следует признать, что общие ограниче- 
ния, при которых ставится задача, слишком упрощены: 
в основном используется дифференцируемая струк- 
тура изучаемых многообразий, несколько меньше — 
аналитическая структура и вовсе не используется их 
алгебраическая структура!). 

Я благодарю: Д. Фотиади, М. Фруассара, Ж. Ласку 
за многочисленные обсуждения, в результате которых 
появилась эта работа; профессора Ж. Лере, чья тео- 
рия вычетов послужила нам исходной идеей; профес- 
сора Р. Тома за любезность и терпение, с которыми 
он нас направлял. 


1) Отметим две недавние статьи, где используются алгебраи- 
ческие понятия: Редже и Баруччи [1] изучают некоторые кривые 
Ландау методами алгебраической геометрии; Нильсон [1] опре- 
деляет (при помощи некоторых условий роста) класс много- 
значных аналитических функций, особенности которых образуют 
алгебраическое подмножество, и показывает, что этот класс 
устойчив относительно интегрирования. [См. также Редже [1*], 
Понцано, Редже [1*], Понцано, Редже, Спир, Вестуотер [1*]. — 
Прим. ред.] 
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ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 


1. Определение топологического многообразия. 


п-мерным многообразием называется такое отдели- 
мое топологическое пространство [1] ') Х, что 

(ХО) для каждой точки x = À существует окрест- 
ность Их, гомеоморфная некоторому открытому мно- 
жеству Е. евклидова пространства №”; 

(Х1) существует покрытие пространства À счет- 
ным семейством таких окрестностей. 


Гомеоморфизм h: И-—>Е называется картой окре- 
стности И или локальной картой многообразия À, а 
И называется областью определения локальной кар- 
ты À. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что эти 
«области» Ц открыты и связны (предположение, ко- 
торое, очевидно, не уменьшает общности и делается 
только для удобства). 


Семейство локальных карт {h;: И;—>Е}, такое, 
что U U:=x, называется атласом многообразия À. 


2 
Свойство (ЛХ!) можно теперь сформулировать ина- 
че: Х обладает счетным атласом. 


2. Структуры на многообразии. 


2.1. Задать на многообразии Х дифференцируе- 
мую структуру — это значит ограничиться локальны- 
ми картами À, согласованными дифференцируемым 
образом; мы скажем, что две карты №: U—E, 


1) Ссылки вида [1] относятся к разделу «Некоторые уточне- 
ния и дополнения» в конце книги. 
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й’: И’ Е’ согласованы дифференцируемым образом, 
если отображение h’°h-l, определенное в открытом 
множестве A(UNU’), дифференцируемо (рис. Г.1). 

Аналогичным образом определяется дифференци- 
руемая структура класса С” (т. е. г раз непрерывно 
дифференцируемая), аналитическая структура и т. д. 
Для многообразия Х четной размерности 2 можно 


Рис. [.1. 


ввести понятие комплексной аналитической структу- 
ры, отождествляя действительное евклидово про- 
‚странство В?" с комплексным евклидовым простран- 
ством С”: 


(21, 22, ..., батл, бот) (НИ, ..., Eon1 + 2), 


и требуя, чтобы Й’ой-! были комплексными аналити- 
ческими отображениями; в этом случае п называется 
комплексной размерностью многообразия À. 

Уточним теперь введенное нами понятие струк- 
туры (для определенности дифференцируемой). 

Назовем атлас дифференцируемым, если все его 
карты согласованы дифференцируемым образом; до- 
говоримся считать два дифференцируемых атласа 
эквивалентными, если их объединение также является 
дифференцируемым атласом; ввести на многообра- 
sun À дифференцируемую структуру — значит задать 
с точностью OO эквивалентности дифференцируемый 
атлас многообразия. 


2.2. Морфизмы многообразий. Пусть Х 
и Ÿ — два многообразия размерностей п и р соответ- 


_ 
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‚ственно, снабженные (например) дифференцируемой 
структурой. Непрерывное отображение j: À > У на- 
зывается дифференцируемым отображением (или 
«морфизмом дифференцируемых структур À и 17»), 
если для любой локальной карты й: И > Е много- 
образия À и любой локальной карты А: У > Е много- 
образия У (карты предполагаются согласованными 
с заданными структурами), таких, что [(()< У, отоб- 
ражение Rofoh-l: Е > Ё дифференцируемо (рис. 1.2). 


Рис. 1.2. 


Если, кроме того, существует обратное отображе- 
ние f-!, которое также является дифференцируемым, 
мы говорим, что | есть изоморфизм дифференцируе- 
мых многообразий!) (в этом случае обязательно 


п=р). 


Частный случай: У=В (числовая прямая с 
естественной дифференцируемой структурой). Мор- 
физм [: À > В называют в этом случае дифференци- 
руемой функцией на À. 


2.3. Замечание. Дифференцируемым многооб- 
разием называют многообразие À, снабженное диф- 
ференцируемой структурой У; морфизм дифференци- 
руемых многообразий следовало бы при этом записы- 
вать в виде ]: (Х, $) -> (У, $9”), указывая точно струк- 
туры Я и $”, которыми снабжены Х и У, так как одно 


1) В частности, карта h: U—E является изоморфизмом диф- 
ференцируемых многообразий ОиЕ. 
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и ТО же пространство может иметь несколько дифде- 
ренцируемых структур |). Это уточнение почти всегда 
опускают (если это не приводит к путанице). 


2.4. Примеры дифференцируемых мно- 
гообразий. (1) Евклидово пространство №” или 
область Е < В" снабжены естественной дифференци- 
руемой структурой: атлас состоит из единственной 
карты — тождественного отображения Îr: Е > Е. 

(ii) Несколько менее тривиальным примером яв- 
ляется проективное пространство Р” — пространство 
направлений прямых евклидова пространства R'+!: 
две точки X, Х’еВт+! — {0} определяют одну и ту же 
точку ХеР", если существует ненулевой скаляр À, 
такой, что Х’=Ах. Координаты Xo, X1, ..., Х, ТОЧКИ 
хеЕЁ”"+! — {0} называются однородными координата- 
ми точки ХЕЕР". Обозначим через И; открытое мно- 
жество [2] в Р”, состоящее из точек, {-я однородная 
координата которых не равна нулю: | 


=: 2580} (i=0, 1, 2,...,n). 


Это открытое множество, очевидно, связно, и на нем 
можно задать карту Й;: И; > В", поставив в соответ- 


ствие точке Æ= (Xo, X1, ..., Xn) точку ЕВ” с коор- 
динатами | 
= = Е = ini 
Е Xi , 2 x? , & Xi , 
PR Е, =" 
1+1 Xi 5 зу п Xi 0 


Гомеоморфизмы A; составляют атлас простран- 
ства Р”. Проверим, что этот атлас задает на Р” ana: 


1) Пусть Х — многообразие, У — дифференцируемая струк- 
тура на Х, |: À —> X — недифференцируемый гомеоморфизм (в 
смысле структуры 5); этот гомеоморфизм переводит атласы, за- 
дающие структуру 9, в неэквивалентные атласы, которые опре- 
деляют другую структуру |9. Такое различие, очевидно, не очень 
интересно, так как новая структура изоморфна старой 
[: (Х, ?) > (X, |9) есть изоморфизм по построению]. Однако 
Милнор [1] привел пример многообразия (семимерной сферы), 
снабженного двумя неизоморфными дифференцируемыми струк- 
турами. 
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литическую структуру. Пусть xŒEV;NU;(Ii>j) и &= 
—h;(x). Однородными координатами точки Х будут 


(Е, &, $ в 1,5, ses Ех а точки й; (Хх) = fi; о h 45 


ee 82 Зе L Si Е Siii 5); 
DÉS РО о 


следовательно, преобразование Й;ой;' аналитично 
В U;. 

(iii) Комплексное проективное пространство CP” 
определяется аналогичным образом: две точки 
x, х = С"! —{0} определяют одну и ту же точку 
FeCP”, если существует скаляр À=C— {0}, такой, 
ЧТО Х’=АХ. 

Точно такое же рассуждение, как и предыдущее, 
показывает, что СР” является комплексным аналити- 
ческим многообразием. 

Это многообразие (так же как и Р”) компактно: 
- действительно, пусть К ={Ее=С”; |<, ..., [El <1}— 
единичный (компактный) полидиск евклидова про- 
странства; легко видеть, что СР” покрывается конеч- 


ным семейством компактов K;=h; Re U; — про- 
образов К при определенных выше отображениях us. 


3. Подмногообразия. 


3.1. Пусть Х есть П-мерное многообразие, снаб- 
женное некоторой структурой (для определенности 
структурой дифференцируемого многообразия). 

Пусть в Х задано подпространство $ и выполнено 
следующее условие: существует семейство {Й;: 
И; — Е} локальных карт À (согласованных с задан- 
ной дифференцируемой структурой), отображающих 
$ в р-мерную плоскость ВР В”: 


№: (5 ПО) =К"ПЕ: = SE: &ры=...==0}, 


причем их области определения И; покрывают $: 
UU:=S (рис. 1.3). Ясно что ограничение на S этих 


7 
локальных карт определяет дифференцируемый атлас 


2 Ф. Фам 
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подпространства $ и что на $ вводится таким обра- 
зом структура р-мерного дифференцируемого много- 
образия, которая зависит только от структуры À (а 
не от семейства {h;}). Тогда $ называется дифферен- 
цируемым подмногообра- 
зием размерности р (кораз- 
мерности п — р) многообра- 
зия À. 


Частный случай. 
Подмногообразие коразмер- 
ности 0 — это просто откры- 
тое множество в À. 


3.2. Вложение. Если 
S — подмногообразие У, то 


включение # 5 —>У (кото- 

Рис. [.3. рое каждой точке уе= $ ста- 

вит в соответствие ту же 

самую точку уе У), очевидно, является морфизмом. 

Такой морфизм называют вложением. Более общим 

образом, вложением многообразия Х в многообра- 

зие У называют морфизм j: À — Ÿ, который разла- 
гается в композицию 


Е Х—5-У, 
где À — изоморфизм Х на подмногообразие $ = У. 


3.3. Погружение (иммерсия). Погружени- 
ем называют локальное вложение, т. €. такой мор- 
физм f: À —>У, что каждая точка X € Х имеет окрест- 
ность Ох, для которой отображение 


Е 6 
является вложением. 


3.4. Примеры. Следующие примеры приводятся 
без обоснования. Они будут обоснованы в п. 4.4—4.6. 
(1) Множество $ точек евклидова пространства 
В”, удовлетворяющих уравнению $(х)=0,. где $ — 
дифференцируемая функция, которая нигде не обра- 
щается в нуль одновременно со своим градиентом, 
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является замкнутым дифференцируемым подмного- 
образием В". 

Пересечение этого подмногообразия с любым от- 
крытым подмножеством В" также является (не- 
замкнутым) дифференцируемым — подмногообрази- 
ем В". 

(ii) Отображение jf: Р”-! > Р”", которое точке из 
Р"-! с однородными координатами (хо, X1, ..., Xn—1) 
ставит в соответствие точку из Р” с однородными 


T 


Рис. [.4. 


координатами (Xo, X1, ..., Хи, 0), является вложе- 
- нием. à 

(111) Плоская уникурсальная кривая, заданная 
параметрически в виде Xi=/f1({), X2=fo(t), где |, fo — 
две дифференцируемые функции, производные кото- 
рых не обращаются в нуль одновременно, определяет 
погружение 

|: В > R?. 


Такое погружение не является, вообще говоря, вло- 
жением (например, полученная кривая может иметь 
двойные точки). 

(iv) Пусть : R -> К? — отображение, заданное pa- 
венствами х=Й, х.=. Хотя это аналитическое 
отображение инъективно, оно не является ни вложе- 
нием, ни даже погружением (рис. [.4). 


4. Касательное пространство к дифференцируе- 
мому многообразию. 


4.1. Линейное касательное простран- 
ство Г.(Х). Пусть Х есть п-мерное дифференцируе- 


9% 
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мое многообразие; каждой точке хеЕХ мы сопоста- 
вим п-мерное линейное пространство Т.,(Х). 

Элемент VET,(À) называется касательным векто- 
ром и задается точкой x и парой (№, о), где й — кар- 
та некоторой окрестности точки х, U — некоторый 
вектор пространства В”; условимся, что две пары 
(Л, о), (1’, 9’) задают один и тот же касательный 


вектор У, если р 
9” = Г ( ео АЕ о, 


‘где Te(k’oh7")— матрина Якоби преобразования 
п’. Й-!, вычисленная в точке Ё=й(х). Координаты 
Vi, 92, ..., Un Вектора и называются составляющими 
вектора У в карте h, а правило преобразования каса- 
тельных векторов при изменении карты задается вы- 
писанным выше соотношением. — 

Если ф — дифференцируемая функция: 


ф: À > В, 


а У — вектор, касательный к Х в точке х, то легко 
убедиться в том, что число 


п - тай 
у = Хо EDS KR (x) 


i=] 


не зависит от пары (й, 9), определяющей вектор У. 
Это число называют производной ф по направле- 
нию У. 


Замечание. Часто используется следующее обо- 
значение, подсказанное интерпретацией касательных 
векторов как дифференцирований: для заданной кар- 


ты À через обозначают касательный вектор, все 


д; 
координаты которого в карте À равны нулю, кроме 
i-H, которая равна |. 


4.2. Линейное касательное отображе- 
ние. Пусть f: Х > У — дифференцируемое отображе- 
ние п-мерного многообразия À в р-мерное многообра- 
зие У. Линейное касательное отображение 
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определяется соотношениями 
У= (1,0) = We (kw), 
w=Ti(kofoht)0 [E=h(x)] 


очевидно согласованными с правилом преобразова- 
ния касательных векторов при изменении карты. 

Эти соотношения согласованы также с интерпре- 
тацией касательных векторов как дифференцирова- 
ний: всякая дифференцируемая функция pp: У > К 
определяет (путем композиции с }) дифференцируе- 
мую функцию of: À +R, и мы имеем 


(ТГУ). ф=У. (Ф°Л. 


Два следующих свойства хотя и очевидны, но за- 
служивают того, чтобы их сформулировать, так как 
в дальнейшем они нам будут часто встречаться: 

1°. Тождественному отображению 1: Х->Х соот- 
ветствует тождественное отображение 


т. (1) Ar co Т.О —Т,(Х). 


°. Композиции PS re 
бо А se = > = 
5. y = 
соответствует композиция отображений 


T,(gof)=(T,g)° (Ti) T,(X HT. (Z). 


_ Объединяя эти свойства, TOBOPAT, что соответствие 
frs T,f — это ковариантный функтор. 


4.3. Определение. Рангом отображения Î в 
точке x (rang;f) называют ранг линейного касатель- 
ного отображения Г... 


4.4. Характеристическое свойство по- 
гружения. Для того чтобы дифференцируемое 
отображение f: Х” > УР было погружением, необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно всюду имело ранг п 
(пр). 

Понятие погружения, как и понятие ранга ото- 
бражения, является локальным. Таким образом 
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(благодаря наличию локальных карт Х и У), можно 
ограничиться случаем, когда À и Ÿ являются откры- 
тыми подмножествами евклидова пространства: 


Х=Е" с В", = ЕР ЦР: 


В этом случае отображение ]: Е” > Е? задается р 
функциями от п переменных [1 (х), ..., [»(х). Пред- 


положим, что Е" и Е? содержат начало координат, . 


причем f (0) =0. 

Если |— отображение Е” ранга п, то можно 
предположить, например, что верхний минор /1-TO по- 
рядка в матрице | 


; dj; 
: 9х 
а ЕР AR 
р 
не равен нулю в окрестности 0. Тогда функции 
И (< п), 
(Инь. y) = | és Le 
Р-НЕ: >) 


определяют локальное дифференцируемое отображе- 
ние о из В? в ВР, касательное отображение к кото- 
рому задается матрицей 


а D 


р 
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с ненулевым детерминантом. Следовательно, по тео- 
реме о неявной функции в некоторой окрестности 0 
существует обратное (дифференцируемое) отображе- 
ние 5`!, и мы получаем изоморфизм 


ge ПО СЕ’). 


Но g совпадает с { на плоскости В”"<В?, определен- 
ной уравнениями ÿ;=0, j>n. Поэтому изоморфизм g 
стображает часть И"=В"П И? этой плоскости на MHo- 
жество 5==[(И”). Следовательно, это множество по 
определению п. 3.1 является подмногообразием в ЕР, 
а это и означает, что | — погружение. 

Обратное (если { — погружение, то его ранг всю- 
ду равен п) очевидно. 


4.5. Су бме рсия. Дифференцируемое отображе- 
ние |: Х”—>У?, ранг которого всюду равен р(п > p), 
называется субмерсией. 


Предложение. Если | — субмерсия, то множе- 
ство ['(у) при всех уЕЕТ является подмногообразием 
Х коразмерности р. 

Как и выше, доказательство можно проводить для 
евклидовых пространств. Если левый минор порядка 
р матрицы 


| 
où | 

дх;' 

; | 
не равен нулю, то функции 


Г (х) (G<p), 


el =! (> р) 
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определяют отображение g из В" в В", касательное 
отображение к которому задается матрицей 


с ненулевым детерминантом. 
В силу теоремы о неявной функции & определяет 

изоморфизм 8: И" >И". При этом изоморфизме 

множество So=U"Nf!(0) отображается на (п—р)- 

п-р р-р mn 

мерную плоскость И = В ПИ”, определяемую 

уравнениями X1=...—=Xp=0. Следовательно, So яв- 

ляется подмногообразием коразмерности р. 


4.6. Задание подмногообразия при по- 
мощи локальных уравнений. Для того чтобы 
SCX было подмногообразием коразмерности 4, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для всякой точки у=5 
существовала такая ее окрестность Ц, в Х, что 


sn U,={rev,; s1,(x) =... = $(х) = 0}, 


где {$1,, ..., $ау} — система д функций ранга q, опре- 
деленных на Ц, (т. е. функций, определяющих отоб- 
ражение $,: Оу + В1 ранга 0). 

Необходимость очевидна, так как если $ — под- 
многообразие, то функции ÉËpr1, ..., En, задающие 
карту И; из п. 3.1, образуют систему ранга д =п— р 
В (.. = 

Что касается обратного утверждения, TO это лишь 
другая формулировка предложения из п. 4.5. 


Определения. $1,,..., Soy называются локаль- 
ными уравнениями подмногообразия $ в окрестности 
TOUKH И. 
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Если существуют окрестность У всего подмного- 
образия S и такие функции $1, ..., $а, определенные 
в И, что 


= {x æ V: 51(%) =... =34(х) = 0}, 


то мы будем говорить, что эти функции являются гло- 
бальными уравнениями 5. 


Примеры. (1) Функция —® является локальным 
; nt, n 
уравнением подмногообразия P° < Риз примера 
3.4(1) [она определена в открытом множестве И; из 
п. 2.4 (11)]; хотелось бы считать, что х„ — глобальное 
уравнение Р”-!; заметим, однако, что однородная. ко- 
ордината х” не является функцией на Р”. 

(ii) Пусть $” есть ИЙ-мерная сфера в евклидовом 
пространстве В”+!. Ее сечение гиперплоскостью (ска- 
жем, х,=0) является подмногообразием $”-! < 5", 
и Xi — его глобальное уравнение (определенное на 
всей сфере 5"). 


Замечание. Так как теорема о неявной функ- 
ции верна также для аналитических отображений, ре- 
зультаты п. 4.4, 4.5, 4.6 справедливы и для аналити- 
ческих структур. 


5. Дифференциальные формы на многообразии. 


5.1. Векторное пространство 92 (Х) 
форм степени р. Пусть Х есть п-мерное диффе- 
ренцируемое многообразие. Зафиксируем раз и на- 
всегда точку х = À. Формой степени р 


феОх (Х) 


называется полилинейная кососимметрическая функ- 
ция от р касательных векторов \1, Vo, ..., УрЕТ,(Х). 

Если векторы Vi, Vo, ..., У» линейно зависимы, 
то вследствие полилинейности и кососимметричности 


Ф(У,, 5 в уУ,) =0 


В частности, не существует ненулевой формы степени 
выше и. 
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Очевидно, Q$(X) являются векторными простран- 
ствами. В этих пространствах можно ввести опера- 
цию внешнего умножения 


A: 92 (Х) ® 91 (Х) > 9" (Х) 
при ПОМОЩИ равенства 
(ФЛ)(Иь, Vo, ...у Ур+а) = 


1 AY 1 
rar) (Vi, Th Vi) $ (1 ...у Vi 


где сумма берется по всем перестановкам # символов 
{1, 2,..., p+q}, а (—)=-1, если перестановка À 
четная, и —1 в противном случае. 

Из определения немедленно следует, что 


ф/\ф= (—)29ф^/\ф. 


Векторные пространства QP(X)  конечномерны. 
Пусть А — карта некоторой окрестности точки х, и 
д 


д 
eq PET зоо Ам ка Ь Ы В К Ы в: 
JE Е, ‚ GE. сательные векторы, за 


данные в этой карте единичными векторами простран- 
ства №”, направленными по осям; обозначим через 
dé, = Q!(X) (1=1, 2, ..., п) форму первой - степени, 
определенную равенствами 


пусть 


ав, (=) = вы (символ Кронекера). 


Легко видеть, что формы 
déi, ЛА, Л... лаё, и... to) 


образуют базис пространства QP (X). 
При p=0 мы положим 9°(Х)=В, а внешнее про- 
изведение 
A: 9% (Х) ® 61 (Х) > 95 (Х) 


определим как умножение на скаляр в векторном про- 
странстве ©х(Х). 
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5.2. Пространство ОР (Х) дифферен- 
циальных форм степени р. В дальнейшем 
слово «дифференцируемый» будет обозначать «диф- 
ференцируемый класса С”». 

Зададим для всякой точки X = À форму ф(х)= 07 (Х), 
дифференцируемым образом зависящую OT х (иначе 
говоря, для каждой карты À коэффициенты разложе- 
ния ф(х) по внешним произведениям dE;(X) являют- 
ся дифференцируемыми функциями х). Мы скажем в 
этом случае, что определена дифференциальная фор- 
ма степени р: фе QP(X). | 

Кроме операции внешнего умножения (см. п. 5.1), 
в пространствах ©? (Х) вводится операция внешнего 
дифференцирования — 


4: 9Р(Х)> 92+ (Х). 


Внешний дифференциал формы ф задается равен- 
CTBOM 


р р — 
(4ф) (Vo; у,, .. VDS AY V;. (Vo; ...) V;, ...у у,), 


где производную формы по направлению У; вычис- 
ляют, дифференцируя коэффициенты ее разложения 
в карте À. 

В частности, если р=0, то ф — дифференцируемая 
функция на X, а dp — дифференциальная форма сте- 
пени |, которая сопоставляет вектору Vo производ- 
ную ф по направлению Vo. Это оправдывает обозна- 
чение 4, введенное в конце п. 5.1, если через &1, 
Fe Е„ обозначить функции, задающие карту 

ИХ. => > В”. 

Свойства внешнего дифференцирования. 

1°. dd=0 (теорема Пуанкаре); это следует из оп- 
ределения и того, что 


Ор. 9 0 


2°. 4(ф/\ф) =@ф/\ф-+ (—)?ФЛ4ф, где р— сте- 
пень ф. 
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5.3. Преобразование диф ференциаль- 
ных форм. Всякое дифференцируемое отображе- 


ние 
Е Х>У 


индуцирует отображение 
№: QP(Y)— ЯР(Х), 


которое определяется как двойственное касательному 
` отображению 


[“Ф](УЬь, ...у Ур) х = (Taxf Vi, ...› ТУ р) и. 


[Мы добавили индексы хи у=](х), чтобы напомнить, 
в каких точках т. касательные векторы V;, 
Tai Vi] 
Важное свойство отображения f* состоит в TOM, 
что оно коммитирует с внешним дифференцированием: 


ra=ar] 


(для доказательства следует воспользоваться п. 4.2). 
С другой стороны, из «функториальных» свойств 
п. 4.2 следует, что 


ее 1, = Тор ©: 
2°, Если gof: X—>Y—>7, то 
(gof) = fe": 92 (2)—"> OP (У) Lo (x). 


Эти два свойства объединяют вместе, называя соот- 
ветствие j"—>f* контравариантным функтором. 


Частные случаи. (1) Если р = 0, то ф— функ- 
ция и Рф = pi. 

(ii) Пусть $ — подмногообразие Х, i: S — X — 
включение. Если фе ФОР(Х), то “фе QP(S) называет-_ 
ся ограничением ф на $ и обозначается p|S. 


5.4. Дифференциальные формы с ком- 
плексными значениями. Так же, как в п. 5.1 
мы определили формы со значениями в В, можно 
было бы определить формы со значениями в С. Обыч- 
но так и поступают в случае, когда Х — комплексное 


< 
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аналитическое многообразие: дифференциальной фор- 
мой на комплексном аналитическом многообразии À 
(комплексной размерности п) называют диффе- 
ренциальную форму с комплексными значениями, 
определенную на действительном 2ñ-MEPHOM много- 
образии, соответствующем Х. В локальной карте та- 
кая форма разлагается во внешнее произведение 
дифференциалов dE, dni; у т, din; где 61 т, rs: 

., и, Mn — Координаты в пространстве R?7, соответ- 
ствующем С”. На практике часто бывает удобнее раз- 
лагать форму ф по | 

dé; — dE; = idn; H ЧС; = Е; к idm:. 

Если в этом разложении не встречаются дифферен- 
циалы dé; и коэффициенты разложения являются го- 
ломорфными функциями, то мы назовем дифферен- 
циальную форму ф голоморфной. Очевидно, это поня- 


тие не зависит от выбора аналитической карты и 
могло бы быть определено внутренним образом. 


6. Разбиение единицы на многообразии класса С”. 
Понятие разбиения единицы играет основную роль 
при переходе от локальных утверждений к глобаль- 
ным на многообразиях. 


6.1. Теорема. Для всякого открытого покрытия 
{U;he; многообразия Х класса С® (Г — некоторое мно- 
жество индексов) существует локально конечное раз- 
биение единицы, подчиненное этому покрытию, иначе 
говоря, существует такое семейство {п (х)}=! диффе- 
ренцируемых функций класса С”, что 


al)m>0, Za=l; 


1 
(л2) каждая точка хе À имеет окрестность, nepe- 
секающуюся лишь с конечным числом носителей функ- 
ций п; 
(x3) носитель функции п; содержится в U;. 


Замечания. (1) Из условия (л2) следует, что 
суммирование в (xl) имеет смысл. 

(ii) Из условия (л2) следует, что число тех ль. 
которые не равны тождественно нулю, конечно или 
счетно. 
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6.2. Следствие. Если А — замкнутое подмноже- 
ство Хи Чего открытая окрестность, то существует 
финкиия класса С” с носителем в И, принимающая 
значения, заключенные между 0 и 1, и равная 1 в не- 
которой окрестности А. 


Достаточно применить теорему к покрытию много- 
образия Х, состоящему из двух открытых множеств И 
АА. 


Набросок доказательства теоремы. 
Используя свойство (X1) (п. 1), можно показать, что 
всякое открытое покрытие {И:;} допускает локально 
конечное измельчение [3], т. е. существует‘ такое 
локально конечное открытое покрытие (97, что каж- 


дое (7 j содержится хотя бы в одном из U;. Более 
того, множества И, можно при этом выбрать так, 


что каждое И, компактно и содержится в области 


’определения одной из локальных карт Х. Тем же 
способом это покрытие измельчают в такое покрытие 


{(’}, что И и для каждого | строят функцию 
ф; 2 0 класса С° с носителем И’, равную 1 на ИУ (так 


как при этом все происходит в области определения 
некоторой локальной карты, достаточно уметь строить 
такую функцию для областей евклидова простран- 
ства). Так как И, образуют покрытие À, сумма 


ф= Уф, всюду 21 (и, значит, > 0). Следовательно, 
1 


Pj | 
функции и: образуют локально конечное раз- 


биение единицы, подчиненное покрытию (9). Раз- 


биение единицы, подчиненное покрытию {И}, строится 
тривиально путем перегруппировки функций T;. 


6.3. Применение: построение римановой мет- 
рики. Задать на многообразии Х риманову метрику 
класса С” — это значит задать в каждой точке x & À 
симметрический положительно определенный тензор 
С(х) (т. е. билинейную симметрическую положитель- 
но определенную функцию от пар касательных векто- 
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ров), зависящий от х бесконечно дифференцируемым 
образом. Покажем, что на многообразии класса C® 
такая метрика всегда существует: действительно, если 
{h;: U; = E;}— атлас Х, то такой тензор @;(х) можно 
построить в каждой области Ц; (например, взять тен- 
зор, записывающийся в координатах карты À; еди- 
ничной матрицей). После этого выбираем разбиение 
единицы {nr} класса С”, подчиненное покрытию {U;}, 
и задаем G(x) равенством 


С (х) = 2% (x) С; (a 


6.4. Применение п. 6.3: построение трубчатой 
окрестности замкнутого подмногообразия. Пусть 
5 < À — замкнутое подмногообразие класса С”. Зада- 
дим на À риманову метрику класса С” и отнесем каж- 
дой точке уе5 семейство дуг геодезических длины 
(и), выходящих из у и ортогональных $ (e(y) — не- 
прерывная функция точки y). Когда y пробегает $, 
это семейство заметает окрестность У многообра- 
зия S, и если «радиус» e(y) этой окрестности доста- 
точно мал!), то через всякую точку хе V—S прой- 
дет единственная дуга семейства (это утверждение мы 
приводим здесь без доказательства). Обозначив 
«основание» этой дуги через ц(х)= 5$, мы определим 
отображение u: У— $ ->5$, которое бесконечно диф- 
ференцируемым образом продолжается на S до тож- 
дественного преобразования. У называется трубчатой. 
окрестностью подмногообразия $; u VS назы- 
вается С”-ретракцией этой окрестности на 5. 

В качестве полезного следствия существования та- 
кой ретракции получаем, что всякая дифференциаль- 
ная форма фе Q(S) является ограничением HEKOTO- 
рой дифференциальной формы феЗ(Х). Действи- 
тельно, пусть л— функция класса С” с носителем 
в У, равная | на S (см. следствие 6.2). Носитель диф- 
ференциальной формы T + 1*p лежит в И, так что нуль 
служит С”-продолжением ф на внешность У. Пусть 


1) Если $ компактно, радиус € можно выбрать не зависящим 
OT y. 
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ре (Х) — полученная дифференциальная форма. 
Она, очевидно, удовлетворяет нашим требованиям, 
так как 


pS=n-upIS=(xS).u"p|S =u'p|S =, 


поскольку u|S = 15 (равенство u*piS = (и|$)*ф сле- 
дует непосредственно из функториальных свойств 
н. 953 


7. Ориентация многообразий. Интегрирование на 
многообразиях. 


7.1. Ориентация многообразия. Ориенти- 
ровать многообразие Х — это значит сопоставить каж- 
дой его локальной карте A: U—E число ex = +1 Ta- 
ким образом, чтобы для всякой пары таких карт 


h: U—E, р’: 0’ > Е’ 


знак якобиана detZ+(h’ch"1) в #(ИПИ”) совпадал 
со знаком Ep * Ex. Очевидно, что если À можно ориен- 
THPOBATH, то можно построить атлас À, все карты KO- 
торого согласуются при помощи преобразований с по- 
ложительным якобианом. Такой атлас мы будем на- 
зывать ориентированным. Обратно, всякий ориентиро- 
ванный атлас {h;: U;—E;} задает ориентацию. Дей- 
ствительно, пусть A: О -+Е — какая-нибудь локальная 
карта, и пусть (hj: И, > Е) — атлас И, полученный 
ограничением заданного атласа ` (множества И; — это 
связные компоненты И; ПИ); множества U; делятся 
PES 
на 2 класса: Te, для которых якобиан detT:(h;oh") 
отрицателен, и те, для которых он положителен. Лег- 
ко проверить, что (поскольку атлас {й,] ориентиро- 
ван) множества из разных классов между собой не 
пересекаются, откуда вследствие связности И мы за- 
ключаем, что один из двух классов пуст. Если пуст 
первый класс, то мы положим En =1, если второй, 
ТО Eh = Fr | 
Пусть в и € — две ориентации À. Локальные Kap- 
ты Х делятся на два класса в зависимости от того, 
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какое из двух равенств выполнено: g,= —E€, или 
=+а,. Как и выше, доказывается, что области 


определения двух карт, принадлежащих разным клас- 
сам, не пересекаются. Таким образом, если Х связно, 
то один из двух классов пуст. Если пуст первый, то 
& = &’, если второй, то в = —=’. Мы доказали тем 
самым, что если связное многообразие ориентируемо, 
то оно допускает ровно две ориентации в и —в. 


7.2. Пример неориентируемого много- 
образия: проективное действительное простран- 
ство Р” при четном и. ARE рассмотрим 
атлас {h;: И; В”, 1=0, 1,..., п} многообразия Р”, 
определенный в п. 2.4 (ii). 

Ориентации = многообразия Р” соответствует на- 
бор чисел ва, Заметим, что якобиан преобразования 


h1° ho! равен ——. Таким образом, при четном п знак 


Entre 
этого якобиана’ различен для двух связных компонент 
{Е > 0} и {& < 0} множества Ш П 0, и не может по- 
этому равняться знакуа, а, во всем Ш П (1. 


7.3. Всякое комплексное аналитическое многооб- 
разие допускает каноническую ориентацию. Действи- 
тельно, всякое аналитическое отображение f: С” — С” 
определяет отображение ]: ЕВ?" -» В?" с положитель- 
ным якобианом; в этом легко убедиться, если заме- 
THAT, что действительную матрицу Якоби Те. (р) мож- 
HO формально записать в переменных б=ё+ in, 


б=Е— И] 


9h 
95; 0 
Of; 


где = [2 }. Как следствие получаем, что всякий 


комплексный аналитический атлас многообразия Х 
ориентирован, что задает каноническую ориентацию 
этого многообразия. 


3 Ф. Фам 
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74. Определение ориентации при по- 
мощи и касательных векторов. Пусть = — 
некоторая ориентация п-мерного многообразия À. 
Каждому набору из п линейно независимых касатель- 


ных векторов Vi, Vo, ..., Va = T,;(X) сопоставим 
число | 

eV, И, x Vai= ersendetlu,;l= Г 
где Iv;;ll есть (и X ss -MATPHHA,. образованная коорди- 
натами векторов Vi, ..., У„ в карте И некоторой 


связной окрестности точки X. 

Очевидно, что это число не зависит от карты À и 
что если многообразие Х ориентируемо, то его ориен- 
тация полностью определяется заданием точки х и 
системы векторов Vi, Vo, ..., У, е Т,(Х), для кото- 
рой e(Vi, Vo, ..., И») = +1. Такая система векторов 
называется ориентирующим репером многообразия Х 
в точке X. 


7.5. Определение ориентации при по- 
мощи дифференциальной формы п-й сте- 
пени. Предположим, что на п-мерном многообра- 
зии Х задана дифференциальная форма ф степени и, 
нигде не обращающаяся в нуль. Если через Er, &, ... 

‚ & обозначить координаты локальной карты 
й: U—E, то фв 0 запишется в виде 


оо. И 


Функция о»(х) не обращается в нуль на связном мно- 
жестве (, значит, она сохраняет знак. Обозначим этот 
знак через En; мы немедленно убеждаемся, что COOT- 
ветствие й ^^-> г, задает ориентацию À. 

Обратно, предположим, что задана некоторая ори- 
ентация Е многообразия Х. Выбрав на Х риманову 
метрику G(x) (п. 6.3), сопоставим каждой системе 


из И касательных векторов Vi, Vo, ..., Vr е T,;(X) 
«объем» (в метрике С) параллелепипеда, построен- 
ного на этих п векторах |), со знаком € (Vi, И», ..., Va). 


Таким образом мы зададим дифференциальную `фор- 
му степени п, нигде не обращающуюся в нуль; мы 


1) Этот объем определяется выражением (ае [С (Уь, V;)lli;) ‘le, 


7. Ориентация многообразий 35 


назовем ее элементом объема ориентированного мно- 
гообразия À, заданным метрикой G. 

7.6. Интеграл от дифференциальной 
формы по ориентированному многооб- 
разию. Пусть À есть n-MepHoe ориентированное 
многообразие, ф — дифференциальная форма на Х 
степени п с компактным носителем. 


Определим интеграл ф по Х, обозначаемый | ф 
Re 


(точнее его следовало бы обозначить | ф, где E — 
| - X,e 
ориентация À). 

Предположим для начала, что носитель ф содер- 
жится в области определения И локальной карты Й. 
В выбранных на этой карте координатах &1, Es, ... 
..., &п форма ф запишется в виде 


ф = ол (Е) dE Ла À ... Ad. 


Положим в этом случае по определению 


[в=в ||... [Ч 4% ... dép (9) 
X 


Этот интеграл, очевидно, сходится, так как HOCH- 
тель о» компактен. Более того, он не зависит от вы- 
бранной карты À: действительно, при замене карты 
h—h" функция Pr умножится на якобиан отобра- 
жения hoh’-l, а гро» умножится на модуль этого яко- 
биана, что как раз соответствует правилу замены пе“ 
ременных в кратном интеграле. 

Перейдем теперь к общему случаю. Компактный 
носитель ф можно покрыть конечным числом обла- 
стей И;, соответствующих картам й;. Пусть {пл} — 
разбиение единицы, подчиненное этому покрытию. По- 


ЛОЖИМ 
PIE 
X Éd 


Легко убедиться в TOM, что это выражение не зави- 
сит от выбора разбиения единицы. 


3* 
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Замечание. В еще более общем случае, когда 
носитель ф не компактен, мы скажем, что интеграл 


| ф сходится, если бесконечный ряд у = TD сумми- 
+ 

es для всякого локально конечного разбиения еди- 

ницы {л;} с компактными носителями. В этом случае 


| ф полагается равным сумме этого ряда (очевидно, 
р | | 

He зависящей от выбора разбиения благодаря пред- 
положению о суммируемости). 


7.7. Интегрирование по: многообразию 
с краем и формула Стокса. Чтобы опреде- 
лить многообразие с краем Х, достаточно слово в 
слово воспроизвести определение обычного многооб- 
разия, заменяя евклидово пространство В” замкну- 
тым евклидовым полупространством 


п 
R_ = ta. Хо» во) Аи: х < 0}. 
В области определения локальной карты много- 


образия Х точки, принадлежащие Х, делятся на два 
класса: те, которые отображаются на 


п 
В X,, ..., X,: я, < 0}, 
и те, которые отображаются на гиперплоскость 
п ; 
OR = (0, Хо es X,). 


Такое разбиение Х не зависит от выбора локальной 
карты (это следует непосредственно из теоремы о TO- 
пологической инвариантности открытых множеств [4]). 
Таким образом, мы получаем разбиение Х на два 
многообразия (в обычном смысле, т. е. без края) Х 
и OX размерности п и п — | соответственно, которые 
называют внутренностью и краем Х. 
Дифференцируемая структура на многообразии с 
краем определяется так же, как на обычном много- 
образии: уточним лишь, что под дифференцируемым 


отображением на В” следует понимать отображение, 
которое можно продолжить до дифференцируемого 
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отображения на В”. Таким образом, дифференцируе- 
мая структура на Х индуцирует (путем ограничения 
атласов) дифференцируемые структуры на À и OX. 
Аналогично ориентация Х индуцирует ориентации Х 
и OX (что касается OX, то мы канонически отожде- 
ствляем ОВ” с В" ': О, Инь), 

Очевидным образом определяются касательное 
пространство к Х (это п-мерное векторное простран- 
ство), дифференциальные формы на X, и если Х 
ориентируемо, интеграл от дифференциальной формы 
с компактным носителем. Конечно, 


ыы 


Формула Стокса. Если ф— дифференциаль- 
ния форма на Х с компактным носителем, то | 


[o10X = | de. 
ox Хх 


Доказательство. С помощью локальных карт 
И разбиения_ единицы доказательство сводится к слу- 


чаю Х =В”; форма ф (степень которой предпола- 
гается- аоНОй п— 1) записывается тогда в виде 


(= Хоа À LA ей. А. AE 


a 4ф-—в виде 


- | 
de (x) = Ÿ (- = 2 | dus À т АОИ 


i=] / 
Интегрируя, получаем требуемый результат. 


8. Некоторые сведения о комплексных аналитиче- 
ских множествах (см. Абъянкар [1], Ганнинг и Рос- 


си [1]). | 
8.1. Подмножество $ комплексного аналитического 
многообразия Х называется аналитическим в точке а, 
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если существуют окрестность И. точки а и конечное 


число аналитических функций 51, 52, ..., $: Ua —C, 
таких, что 
$ПО = sit): .:= sx) = 0). 


Функции $; называются локальными уравнениями S. 

Подмножество S называется аналитическим, если 
оно аналитично во всех точках многообразия À. В этом 
случае $ — замкнутое подмножество À. 

Коразмерностью аналитического множества S в 
точке а (обозначается codim,S) называется такое 
наибольшее целое 4, что существует комплексное ана- 
литическое подмногообразие размерности 4, пересе- 
чение которого с $3 состоит лишь из точки а. Оче- 
видно, число À локальных уравнений, задающих 5, He 
меньше, чем коразмерность $, однако для сколько-ни- 
будь сложных $ это число больше коразмерности. 
Размерность $ в а равна по определению Айпа $ = 
= n—codim, 5, где п — размерность À. Мы не будем 
доказывать, что если S лежит в подмногообразии 
У<Х, то размерность $ как подмножества У равна 
его размерности как подмножества Х. Другое инте- 
ресное свойство: для всякого х, достаточно близкого 
кана $, dim, $ < dim, 5. 


8.2. Аналитическое множество, опре- 
деляемое идеалом. Так как все нижеследую- 
щие понятия будут локальными, мы предположим, 
uto À = Ce, 

Обозначим через ©, кольцо ростков аналитиче- 
ских функций в точке а (т. е. кольцо рядов Тейлора 
в точке а от п переменных с ненулевым радиусом 
сходимости). Пусть ®<О. — идеал кольца О 
(т. е. такое подмножество, которое вместе с двумя 
любыми элементами содержит их сумму и, кроме 
того, к Sa = Sa УкеЕО.). Можно показать, что 
кольцо О. нётерово, т. €. что всякий его идеал имеет 
конечное число образующих. 

Но всякую конечную систему образующих идеала 
©, можно рассматривать как систему локальных 
уравнений аналитического множества, определенного 
в общей области сходимости И. этих образующих, 
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При этом увеличение числа образующих (т. е. добав- 
ление к исходной системе конечного числа элементов 
идеала) может в некоторых случаях уменьшить об- 
щую область сходимости, но в этой меньшей области 
аналитическое множество не изменится. Таким обра- 
зом, мы сопоставляем идеалу ©, росток аналитиче- 
ского множества в точке а (т. е. задаем аналитиче- 
ское множество, не фиксируя окрестность точки а), 
обозначаемый $ (© (а)). 


8.3. Идеал аналитического множества. 
Пусть множество $5 является аналитическим в точ- 
ке а. Множество ростков аналитических функций, 
обращающихся в нуль на $, очевидно, является идеа- 
лом кольца О. и обозначается & ($). Предположим, 
что 5 задано При помощи какого-то идеала ©,; чему 
равен в этом случае идеал (5 (©.))? Ответ содер- 
жится в следующей теореме: 


Теорема о нулях (Гильберт — Рюккерт). 
Идеал ($ (©.)) является радикалом идеала @,, т. e. 
множеством ростков функций, некоторая степень ко- 
торых принадлежит Su. 


8.4. Ранг идеала. Рангом идеала ©, < О. на- 
зывают максимум рангов всевозможных матриц Яко- 
би, образованных H3 функций, ростки которых принад- 
лежат идеалу: 


D > ce.) SM , 
SES A de + D 


За’ *‘"? Sma 
(это число конечно, так как кольцо СО’. нётерово). 


Предложение. Росток S(S) содержится в 
некотором подмногообразии коразмерности, равной 
рангу ©. 


Доказательство. Шо определению ранга г 
идеала ©, в ©, можно выбрать г функций $1, $2, ... 

., $, имеющих ва (а значит, в окрестности а) яко- 
биан ранга г. Из п. 4.5 следует, что эти г функций 
являются локальными уравнениями подмногообразия 
коразмерности г, которое и содержит $ (Si). 


Следствие. гапе- ©. < софт $ (©.). 
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В частном случае, когда выполнено равенство 
rang ©, = codim S (@,) = r, мы покажем, что $ (©,)— 
росток подмногообразия коразмерности г. Действи- 
тельно, используя доказанное предложение, приходим 
к случаю г = 0. Таким образом, нужно доказать, что 
аналитическое множество коразмерности 0 в С” сов- 
падает со всем С”. Но это немедленно вытекает из 
определения коразмерности. В самом деле, так как 
аналитические функции комплексного переменного, 
не равные тождественно нулю, имеют лишь изолиро- 
ванные нули, то всякая прямая должна пересекаться 
с аналитическим множеством в изолированных точках 
или целиком ему принадлежать. 


8.5. Регулярные точки аналитического 
множества. 


Определения. Точка а=5 называется peey- 
лярной, если rangi,(S) = codim, $; в противном слу- 
чае а называется особой. 


Предложение. (а 5$ — регулярная точка) © 
< (5$ в окрестности а является подмногообразием). 


Доказательство. Импликация = уже была 
доказана в предыдущем пункте (в качестве ©, мы 
возьмем здесь весь идеал i,(S)). 

Обратно, если $ —аналитическое подмногообразие 
коразмерности г, то в окрестности а можно выбрать 


такие координаты 21, 22, ..., 2, с началом в а, что 
$ ={2: а=...=2, = 0}; идеал в а, порожденный 
функциями 21, 22, ..., 2, имеет ранг Г и, очевипно, 


совпадает со своим радикалом, т. €. он и есть & (5). 


8.6. Неприводимость. Нижеследующие опре- 
деления могут применяться как локально (к росткам 
аналитических множеств), так и глобально (к анали- 
тическим множествам). Аналитическое множество $ 
называется неприводимым, если его нельзя предста- 
вить в виде объединения двух отличных от него ана- 
литических множеств. В противном случае оно на- 
зывается приводимым. Неприводимая компонента $ — 
это максимальный элемент семейства неприводимых 
аналитических множеств, содержащихся в 5$. 


Глава II. 


ГОМОЛОГИИ И КОГОМОЛОГИИ МНОГООБРАЗИЙ 


1. Цепи на многообразии (по де Раму). Формула 
Стокса. 


1.1. р-мерный элемент цепи [6] на дифференцируе- 
мом многообразии Х задается выпуклым р-мерным 
полиэдром А?, ориентацией e полиэдра AP и дифде- 
ренцируемым отображением о: AP — À. | 

Более точно, АР — выпуклый компактный полиэдр 
некоторого р-мерного аффинного пространства E?, а 
о — ограничение некоторого дифференцируемого ото- 
бражения, определенного в окрестности этого ком- 
пакта. 

Пусть ф — дифференциальная форма степени р на 
Х. Интеграл ф по элементу цепи [в] определяется ра- 


венством 
[o= fo, 
[0] AP 


где интеграл по ориентированному полиэдру A?, oue- 
видно, имеет смысл, так как о*ф — это ограничение на 
компакт А? дифференциальной формы класса С®, за- 
данной в окрестности этого компакта. 


1.2. р-мерная цепь y на À определяется формаль* 
ной линейной комбинацией с целыми коэффициентами 
конечного числа р-мерных элементов цепи. Условимся, 
кроме того, что две такие комбинации 


Zn, [©] и 2191] 
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задают одну и ти же цепь у, если для всякой формы 
-ф совпадают значения интегралов 


[ 9= Zn | 9= Ум; Jo 
с [1] 7 CA 

1.3. Граница. Пусть [0] = (АР, в, в) — элемент 

р-мерной цепи. Каждая грань Л? полиэдра Л” содер- 


жится в (р—1)-мерной плоскости Е’, которую мы 
снабдим следующей ориентацией 2х: 


в: (У Уз ть: Ире Ув И V1), 


где Vo— внешняя нормаль к грани E?. 
Положив о, =о0|Д’, мы определим тем самым эле- 


мент цепи 
Li р 


Сумма всех элементов цепи, сопоставленных таким 
образом всем граням полиэдра AP, называется гра- 


ницей [0] и обозначается 06]. Для цепи у = 2riloil МЫ 
положим ду= 2 n,0 [с;]. Из формулы Стокса (п. 1.4) 
немедленно следует, что цепь ду не зависит от пред- 
ставления 2in;lo;] цепи у и что, с другой стороны, 
дду = 0 (простое следствие того, что dd = 0). 


1.4. Формула Стокса: 


Je far 


ду У 


Достаточно доказать эту формулу в случае, когда 
цепь ‘у совпадает с элементарной цепью [6], и распро- 
странить доказательство на общий случай по линей- 
ности. Полагая ф = о*ф, мы приходим к формуле 
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которая доказывается так же, как и формула из 
п. [.7.7 (в сущности это та же самая формула, только 
АР — многообразие с кусочно дифференцируемым 
краем, а в п. [.7.7 мы предполагали, что край — диф- 
ференцируемое многообразие).. 


1.5. Преобразования цепей. Пусть f: À — 
— Ÿ — дифференцируемое отображение многообразий. 
Сопоставим каждому элементу цепи [0] = (A?, €, 6) 
в À элемент цепи [,[0] = (Ар, в, f°6) в У и всякой 


цепи y= Dino] в Х цепь f,vy= Уи, [01] в У. 


Очевидно, что | ф == | fo (непосредственное след- 


[У Y 
ствие того, что ([об)*ф = о*ф (см. n. 1.5.3)). 

Это равенство показывает, что цепь [„\ не зависит 
от представления цепи у. Кроме того, объединяя его 
с формулой Стокса и равенством а} = [А из п. 1.5.3, 
мы получаем равенство 


| or. | 
Действительно, 
[o= [= |! dp = Fe Îre- |. 
OfxY ÎxY fx OY 


1.6. Пример. Пусть À = 5$? —единичная сфера 
евклидова пространства №3. Параметрическое пред- 
ставление этой сферы в полярных координатах задает 
двумерный элемент цепи [6]= (А, в, 6) (А— прямо- 
угольник длины 2л и ширины л, о: А -> $? — отобра- 
жение, определяемое координатами долгота — широ- 
та). Интеграл любой формы ф по этому элементу 
цепи равен интегралу ф по сфере S?, взятой с ориен- 
тацией Es, «соответствующей» € (#52 од =). В ча- 
стности, если дифференциальная форма фЫ— это те- 
лесный угол, т. €. элемент объема (см. п. [.7.5), 
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соответствующий ориентации #5? и метрике на S?, ин- 
дуцированной евклидовой метрикой из R°, то 


| ф = 4л. 
[9] 


Отметим, что d =0 (так так ф — форма максималь“ 
ной степени) и что 0] = 0..Эти свойства выражают, 
говоря соответственно, что форма ф замкнута и что 
[0] — цикл. В то же время ф не является точной диф- 
ференциальной формой, а [0] не является границей, 
т. €. не существует ни формы VŸ, для которой ф = dy, 
ни цепи у, для которой [0] = ду; действительно, в про- 
тивном случае из формулы Стокса следовало бы, что 


ф = 0. 
[0] 
2. Гомологии. 


2.1. Основной интерес понятия цепи состоит в том, 
что при помощи цепей строятся группы гомологий, ко- 
торыми мы теперь займемся. В настоящее время при- 
нято определение цепи, несколько отличающееся от 
данного в предыдущем параграфе и пригодное для 
любого топологического пространства. На многообра- 
зиях эти определения порождают одни и те же груп- 
пы гомологий, но современное определение позволяет 
распространить на непрерывные отображения резуль- 
таты, доказанные для дифференцируемых. 

Сформулируем теперь общие свойства цепей, уже 
полученные в предыдущем параграфе для дифферен- 
цируемых отображений многообразий. 

Всякому топологическому пространству Х ставится 
в соответствие абелева группа C;(X), называемая 
группой цепей Х. Эта группа градуирована в соответ- 
ствии с размерностью р цепей: 


С, (Х)=ФС»(Х) 


`и снабжена гомоморфизмом границы 
д: С,(Х)> С, (Х), 
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уменьшающим размерность на единицу и таким, что 
00 = 0. 


Всякому непрерывному отображению {: À —Ÿ соот- 
ветствует гомоморфизм fx: Cx(X)—> Cx(Y), сохраняю- 
щий размерность цепей и коммутирующий с O. Это 
соответствие [^“-—>]. является RORIPHARTHER функто- 
ром (см. п. 1.4.2). 


2.2. Определение группы гомологий. 
Обозначим через Z.(X) = Кегд ядро гомоморфизма д, 
т. €. множество таких цепей у=С.(Х), для которых 
ду =0. Такие цепи называются циклами, а Z3(X) — 
группой циклов. 

Обозначим через В..(Х)= [пд образ гомоморфиз- 
ма 0, т. €. совокупность цепей вида ду. Эти цепи Ha- 
зываются границами, а В.(Х) — группой границ. 

Из 00 = 0 следует, что В.(Х) — подгруппа группы 
2.(Х). Таким образом, определена факторгруппа 


На (Х) т Z:(X)/B:(X), 


которую и называют группой гомологий пространства 
Х. Ее элементы называются классами гомологий: два 
цикла принадлежат одному и тому же классу гомо- 
логий, если они отличаются на границу; такие циклы 
называются гомологичными. 

Все вышеопределенные группы, очевидно, градуи- 
рованы в соответствии с размерностями входящих в 
них цепей. Таким образом, 


H,(X)=  ® Вр. 


р=0, 1,2, ... 


При р =0 полагают Zo(X) = Co(X), так что Но(Х) = 
= Co(X)/Bo(X). Но Со(Х)— это свободная группа 
множества Х (группа формальных линейных комби- 
наций точек Х), а Во(Х) —это подгруппа Со(Х), по- 
рожденная линейными комбинациями вида [x] — [x], 
где хи х’— концы дуги (пути), лежащей в À. Таким 
образом, Но(Х) — это свободная абелева группа, об- 
разующими которой являются компоненты линейной 
связности пространства À, 
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2.3. Примеры. (1!) Пусть Х = 5” есть п-мерная 
сфера пространства Ё”+!. Она связна, поэтому 
Но(5") = Z (группа всех целых чисел). Кроме того, 
можно показать, что Н..(5”) равна нулю во всех раз- 
мерностях, кроме размерности п, а H;(S")= Zu по- 
рождается циклом, который можно построить анало- 
гично циклу [0] из примера 1.6. 

(ii) Пусть Х =Р” есть ñn-MepHoe действительное 
проективное пространство. Очевидно, Но(Р”“) = 
Кроме того, можно показать, что Но» (Р”) = 0, а 
Нэр-+1 (Р”) = Z2 (циклическая группа второго поряд- 
ка), кроме случая 2p + | = п, когда Нор (Р2Р+!) == Z. 
Образующую в размерности 2р + 1 можно интуитивно 
представлять себе в виде (2р + l)-MepHoï проектив- 
ной плоскости Р?Р+! < Р"\). 

Таким же образом можно построить цепи, соот- 
ветствующие 2р-мерным проективным плоскостям 
P2?7 & P"; заметим, однако, что вследствие неориенти- 
руемости Р??Р (п. 1.7.2) эти цепи не являются циклами, 
а имеют границу, соответствующую дважды пробегае- 
мой плоскости Р??Р-!. Это и объясняет, почему группы 
(2p —1)-мерных гомологий изоморфны #2 (Р2Р-! не 
является границей, но 2P??-1 является). 


2.4. Кручение. В п. 2.3 (ii) мы рассмотрели 
пример группы гомологий с кручением: говорят, что 
абелева группа С имеет кручение, если она содержит 
циклические элементы конечного порядка. 

Практически группы гомологий имеют, как пра- 
вило, конечное число образующих и изоморфны по- 
этому?) прямой сумме нескольких циклических групп 
конечного (Z,) или бесконечного (Z) порядка. Оста- 
вив в этой прямой сумме лишь группы бесконечного 
порядка, мы получим свободную группу (с конечным 
числом образующих), которую называют группой го- 
мологий по модулю криучения. Случай бесконечного 
числа образующих несколько более сложен 3), и вся- 


1) То есть ее можно задать циклом, построенным при помощи 
параметрического представления такой (2р-+1)-мерной плоскости. 
2) Не совсем тривиальное упражнение в чистой алгебре. 

3) Например, группа без кручения не обязательно свободна. 


2. Гомологиц |: 


кий раз, когда мы будем иметь дело с кручением, этот 
случай будет (неявно) опускаться. 


2.5. Пусть |: À — Ÿ — непрерывное отображение. 
Поскольку гомоморфизм fx: Cx(X) — C;(Y) из п. 2.1 
коммутирует с д, он переводит циклы в циклы, а гра- 
ницы в границы. Следовательно, он индуцирует гомо- 
морфизм fx Н.(Х)—>Н.(У) групп гомологий, сохра- 
няющий размерность. Соответствие "> fx является 
ковариантным функтором, откуда, в частности, следу- 
ет, что если [: À = У — гомеоморфизм, то fx: Н.(Х) = 
= H,(Y) — изоморфизм абелевых групп. 


2.6. Ретракции. Непрерывное отображение 
r: À — À называется ретракцией, если 
1°. А — подпространство À; 
2 r\A = т 4. 
Пусть й АХ — включение А в Х. Условие 2° 
можно записать в виде Го! = 1, откуда вследствие 
функториальности получаем 7... = Шн, (A) 


Н,(Х) 
7 Nra 
Г. \ 


_H,(4)— H, (A) 


Это соотношение показывает, что Н.(А) есть прямой 
сомножитель группы Н.(Х) (т. е. 930: Н.(Х)= 
= H;(4)X G). 


2.7. Пример. Теорема Брауэра о непо- 
движной точке. Обозначим через Е” замкнутый 
единичный шар пространства В”. Его границей яв- 
ляется сфера $5”-'. Пространство Е" «гомологически 
тривиально» (п. 2.9), чего нельзя сказать про $"! 
(п. 2.3 (i)). Отсюда следует, что Н..($”-!) не является 
подгруппой Н.(Ё”), так что не существует ретракции 
E° нах к 

Следствием последнего утверждения является тео- 
рема Брауэра о неподвижной точке: всякое непрерыв- 
ное отображение |: Е" Е” имеет по крайней мере 
одну неподвижную точку. Действительно, предположим 
противное, т. €, что [(х)==х УхеЕ", и обозначим 
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через r(x) точку пересечения со сферой $”! луча 
Ех), x (рис. П.Т). Легко убедиться в том, что опре- 


деленное таким способом отображение г: Е” —»5"-! 
непрерывно; очевидно, что г|$7"-! = 157-!, т, е. r — pe- 
тракция, что противоречит предыдущему утверждению. 


r(x) 
Рис. П.1. 


2.8. Гомотопия. Два непрерывных отображения 
fo  f1: À — Ÿ называются гомотопными (обозначается 
fo fi), если их можно «проинтерполировать» при по- 
мощи непрерывного семейства отображений }.: À — 
> Y!). 

Можно доказать следующее важное свойство: два 
гомотопных отображения индуцируют один и тот же 
гомоморфизм групп гомологий: 


Н,(Х)>Н, (У). 


вый = =, |: 


2.9. Деформационные ретракции. Рет- 
ракция г: À — А (см. п. 2.6) называется деформа- 
ционной ретракцией, если [ог — 1х. Из функториаль- 
ности и свойства 2.8 следует, что {,г., = ln, a Учиты- 
вая 2.6, мы получаем в этом случае, что rx: Н.„(Х) — 
—Н. (А) — изоморфизм (а 1,— обратный изомор- 


физм). 


Важный частный случай. Пространство Х 
называется стягиваемым, если существует деформа- 
ционная ретракция, переводящая Х в одну из его 
точек. В этом случае Х гомологически тривиально, 


1} Tosopar, что семейство непрерывных отображений |+: À —> 
—У (те[0, 1]) «интерполирует» fo и fr, если f(x, т) = f(x) за- 
дает непрерывное отображение j : ХХ [0, |-> У, 
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т. е. его гомологии совпадают с гомологиями точки: 
H,(X)=0,  p>0, 
Но(Х) = 2 


_ 2.10. Примеры. Евклидово пространство В" стя- 
гиваемо. Действительно, если через г: В" —»Р обозна- 
чить ретракцию В” в начало координат Р, то соот- 
ношение 


Е сз te с. Ма) 
задает гомотопию между 
ior={, M 1,7 = f.. 


То же рассуждение показывает, что стягиваема 
всякая звездная область в В". Легко видеть также, 
что существует деформационная ретракция кругового 
цилиндра на окружность, лежащую в его основании, 
И Т. Д. 


2.11. Относительные гомологии. Пусть 
(Х, А) — пара, т. е. Х — топологическое пространство, 
а А—его подпространство. Пусть is: С.(А)->С.(Х)— 
гомоморфизм |), индуцированный включением i: А-»Х. 
Факторгруппа 


называется группой относительных цепей пары (Х, А). 
ромоорфиам д, очевидно, индуцирует гомоморфизм 
д: С„(Х, А) — С.(Х, À), 


обладающий свойствами, перечисленными в п. 2.1, 
так что можно построить группу относительных гомо- 


логий 
Hx(X, А) = 2.(Х, À)/B;(X, А), 
где 
7.(Х, А) = Кегд, B:(X, А) = пд. 


Отметим, что представителем «относительного цик- 
ла» [элемента из Z;:(X, À)] будет цепь в À, граница 


1) Этот гомоморфизм инзективен, так что С»(А) можно счи- _ 
тать подгруппой С» (Х). 


4 Ф. Фам 
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которой лежит в А. Эта граница будет циклом в А, 
и мы без труда убеждаемся, что ее класс гомологий 
в À зависит лишь от класса относительных гомологий 
[в (Х, 4)] исходного относительного цикла. Таким об- 
разом, определен гомоморфизм 


д.: H,(4, А) >На (А). 


Для относительных гомологий также справедливы 
функториальные свойства и свойство гомотопии; доста- 
точно заменить в формулировках п. 1.5 и 2.8 слово 
«отображение» на «отображение пар» [задать отобра- 
жение пар f: (Х, А) — (У, В) — это значит задать две 
пары (X, À), (У, В) и такое отображение f: À — y, 
что (А) < В]. 

Кроме Toro, гомоморфизм д., преобразуется «есте- 
ственным» образом при отображениях пар 


Ё (X, А) (7, В), 
т. е. диаграмма 
H,(X, А) "> Н,(У, В) 
|. 
+ 
H-1(4) Ts H,_1(B) 


коммутативна [5]. 


д+ 
У 


2.12. Замечание о коэффициентах. Вме- 
сто того чтобы определять цепи как линейные комби- 
нации с целыми коэффициентами элементов цепи, мы, 
конечно, могли бы брать линейные комбинации с ко- 
эффициентами в В или, например, в С. Таким обра- 
зом, взяв коэффициенты в каком-нибудь поле, мы 
заменим все группы (группы цепей, группы гомоло- 
гий ит. д.) векторными пространствами. В результате 
такой замены мы «убьем» кручение: если «обычная» 
(т. е. с коэффициентами в 1) группа гомологий имеет 
конечное число образующих, TO по модулю кручения 
(п. 2.4) она определяет свободную группу с конечным 
числом образующих, и гомологии с коэффициентами 
в поле — это не что иное, как векторное пространство, 
натянутое на эти образующие, 
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3. Когомологии. 


3.1. Коцепи. На всяком топологическом про- 
странстве À определено понятие коцепи, двойственное 
к понятию цепи. С помощью коцепей строится группа 
когомологий пространства. Если Х — дифференцируе- 
мое многообразие и если нас интересуют когомологии 
с коэффициентами в R или в С, то коцепи можно 
заменить дифференциальными формами, определен- 
ными на всем многообразии, а двойственность выра- 
зится в интегрировании (это теорема де Рама). 

Сформулируем основные свойства коцепей, при- 
водя в квадратных скобках эти свойства на языке 
дифференциальных форм. 

Всякому топологическому пространству À мы CO- 
поставляем абелеву группу С*(Х) [векторное про- 
странство Q(X)|, называемую группой коцепей Х 
[пространством дифференциальных форм на À] Эта 
группа градуирована по «степеням» р коцепей: 


С° (Х) = ® С” (Х) Е (Х) = ® Q° GE 


в ней определен гомоморфизм кограницы 6 [дифферен- 
циал 4|, увеличивающий степень на единицу и такой, 
что 


5—0 [44=0] 


Всякому непрерывному отображению f: Х-—У со- 
поставляется гомоморфизм f*: C*(Y)— С*(Х), сохра- 
‚няющий степень коцепей и коммутирующий с 0. Соот- 
ветствие ] -^-—>]* является контравариантным функто- 
ром. 


3.2. Определение группы когомологий 
строится совершенно аналогично п. 2.2. 

Коциклы: Z*(X) = Ker à [замкнутые дифферен- 
циальные формы: Ф(Х) = Кег 4]. 

Кограницы: B*(X) = Im Ô [точные дифференциаль- 
ные формы: а® (Х)]. 

Группа когомологий: Н*(А) = 2(А)/В*(Х) 
[=Ф(%)/49 (X)] 


4* 
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Все эти группы градуированы по степеням коце- 

пей: 
Н`(Х)= ©  H(X) 
pus У 

(если À — многообразие размерности п, TO суммиро- 
вание распространяется лишь на р < п). 

При р = 0 полагают B°(X) = 0, так что 

Н®(Х) = 2°(Х) [= D°(X)]. 


Но Ф°(Х) —это пространство дифференцируемых Ha 
Х функций с нулевым дифференциалом; такие функ- 
ции равны константе на каждой связной компоненте 
многообразия À, так что размерность векторного про- 
странства Н°(Х) равна числу компонент связности À. 


3.3. Всякое непрерывное отображение f: À -> У ин- 
дуцирует гомоморфизм [: Н*(У) —Н*(Х) групп ко- 
гомологий, сохраняющий степень. 

Соответствие f ^^-> является контравариантным 
функтором. 


Следствия. Если f: Х = У— гомеоморфизм, то 
f*: Н* (У) = Н*(Х) — изоморфизм; если А — ретракт Х, 
то Н*(А) является прямым сомножителем Н*(Х). 


3.4. Гомотопия. Два гомотопных отображения 
индуцируют один и тот же гомоморфизм групп кого- 
мологий: 


Следствие. Стягиваемое пространство когомо- 
логически тривиально, т. е. его когомологии совпа- 
дают с когомологиями точки: о 


НР(Х)=0 при р>0, 
Но(Х) = С или В 


для когомологий с коэффициентами в С или КВ. 

В частности, тот факт, что евклидово пространство 
когомологически тривиально, известен как теорема, 
обратная к теореме Пуанкаре: всякая замкнутая диф- 
ференциальная форма в евклидовом пространстве яв- 
ляется точным дифференциалом. 
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3.5. Относительные когомологии. Для 
всякой пары (Х, А) рассмотрим гомоморфизм огра- 
ничения !) коцепей 


#: С*(Х) — С*(А). 
Ядро этого гомоморфизма 
С*(Х, А) = Ker i* 


называется группой относительных коцепей пары 
(Х, А) [в случае многообразий это ядро будет обозна- 
чаться Q(X, А): это пространство дифференциальных 
форм на Х, ограничение которых на подмногообра- 
зие А равно нулю]. | 

В этой группе, очевидно, определен гомоморфизм 
кограницы, обладающий свойствами, перечисленными 
в п. 3.1, так что можно. определить группу относитель- 
ных когомологий: 


H*(X, А) = Z*(X, А) [В*(Х, А)[=Ф(Х, A)/dQ(X, А) 
2*(Х, А) = Кегб, В*(Х, А) = 6. 


Для этих групп когомологий можно построить (анало- 
гично гомоморфизму д.) гомоморфизм 


5*: НР(А) > НРН(Х, А), 


определяемый следующим образом: пусть ф — коцикл 
в À, принадлежащий классу когомологий И? = НР (А), 
и пусть ф — коцепь в À, такая, что #4 = p (если À — 
замкнутое дифференцируемое подмногообразие À, то 
такая форма 1 всегда существует, согласно п. 1.6.4; 
в общем случае оказывается, что в AP можно выбрать 
такой коцикл ф, что ф существует); тогда ÔW опреде- 
ляет коцикл в Х, ограничение которого на А равно 
нулю: 
бр | А = #бф = Рф = Êp = 0. 


Значит, это относительный коцикл в (Х, À) и можно 
проверить, что его класс относительных когомологий, 


1) Напомним (п. 1.6.4), что если А — замкнутое дифферен- 
цируемое подмногообразие многообразия Х, то гомоморфизм 
ограничения дифференциальных форм сюрэективен. 
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обозначаемый Ô*hP = НР+!(Х, А), зависит только от 
исходного класса Й?. 2 

Все предложения п. 3.3, 3.4 переносятся на случай 
относительных когомологий, лишь слово «отображе- 
ние» надо всюду заменить на «отображение пар» [6]. 


3.6. Замечание. Уточним свойства дифферен- 
циальной формы db из п. 3.5 в случае, когда А — замк- 
нутое подмногообразие À. В п. 1.6.4 мы положили 
форму ф равной л-`и*ф в трубчатой окрестности под- 
многообразия À, где и — ретракция трубчатой окрест- 
ности на À, а л— функция класса С°®, равная 1 
в некоторой окрестности А. Таким образом, в этой 
последней окрестности 


di = du* = п*аф = 0, 


так что носитель @ф не пересекается с А; это свойство 
является более сильным, чем свойство @4ф|А = 0, уста- 
новленное в п. 3.5. 
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4.1. Уточним определение (упомянутое в п. 3.1) 
группы С*(Х) как объекта, Д-двойственного группе 
С..(Х). Коцепью (с коэффициентами в Z) называется 
линейное отображение ф: С.(Х)-А, т. е. ф ставит 
в соответствие всякой цепи у целое число, обозна- 
чаемое (ф| у). Мы скажем, что ф — коцепь степени р, 
если (ф|]у) = 0 для всякой цепи, размерность которой 
не равна р. Гомоморфизм кограницы 6 определяется 


равенством 
(ôplyv) = (pl0Y). 


Из этого соотношения следует, что число (p|y) 
равно нулю всякий раз, когда у — цикл, а ф— когра- 
ница или Ÿ — граница, а ф — коцикл. Отсюда получаем, 
что (@|y) зависит лишь от класса гомологий \ и клас- 
са когомологий ф и определяет билинейную форму 


(|): HP(X) ® Н»(Х)- 2. 


Зададим себе следующий алгебраический вопрос: 
можно ли из того, что группа С*(Х) Е-двойственна 
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С.(Х) в смысле (|), вывести, что группа H*(X) 
Г-двойственна группе Н.,(Х) в смысле (|)? 

Ответ: да, по модулю кручения. Если брать коэф- 
фициенты не в Z, а в поле, то не придется заботиться 
о кручении и Я*(Х) будет векторным пространством, 
двойственным к H, (X | 


4.2. Двойственность, рассмотренная в п. 4.1, при- 
обретает особый интерес в связи с теоремой де Рама, 
в которой утверждается, что для определения группы 
когомологий Н*(Х) с коэффициентами в В или в С 
можно заменить C*(X) на Q(X), à на 4, а (|) на ин- 
тегрирование (формула (ôply) = (ф|! ду) превра- 
щается при этом в формулу Стокса). Итак, справед- 
лива 


Теорема двойственности де Рама. 
Группа когомологий дифференциальных форм HP(X) 
отождествляется при помощи билинейной формы — 
интегрирования с пространством всех линейных функ- 
ций на Нь(Х). 

Следствие. Если ф— замкнутая дифферен- 
циальная форма, интеграл от которой по всякому 
циклу равен нулю, то ф — точный дифференциал [дей- 
ствительно, ф задает на Н»(Х) нулевую функцию, и 
из теоремы двойственности де Рама следует, что ее 
класс когомологий равен нулю]. 


4.3. Рассуждения п. 4.1 очевидным образом рас- 
пространяются на относительные гомологии и когомо- 
логии [относительные коцепи пары (Х, А) — это коцепи, 
ограничение которых на А равно нулю, т. е. такие 
коцепи ф, что (ф| у) =0 Ууеьё.С, (А), откуда и сле- 
дует, что С*(Х, А) двойственно к С,(Х, А) = 
= C,(X)/i,C, (A) 

Теорема де Рама также обобщается Ha этот слу- 
чай: группа относительных когомологий HP(X, А) 
дифференциальных форм отождествляется при помо- 
щи билинейной формы — интегрирования с простран- 
ством всех линейных функций на Нь(Х, À). 


4.4 Сопряженность 90, и Ô*. Из сопряженно- 
сти операторов 6 ид ((ôpiv) =(pldy) — формула 
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Стокса) немедленно вытекает сопряженность операто- 
ров Ô* и O,: 
(Ô'k|h)={k|0,h}, 


где д, и 6* — гомоморфизмы, определенные в п. 2.11 
и 3.5: | 


he H,(X, A)—*>H,_;(4); 
Н?(Х, А)<^ НР’ (А) эр. 


5. Семейства носителей. Изоморфизм и двой- 
ственность Пуанкаре. 


5.1. Семейством носителей в топологическом про- 
странстве |) À называют множество Ф замкнутых под- 
множеств À, удовлетворяющее трем следующим усло- 
ВИЯМ: | 


(Ф2) АеФ, Вс А, | 
В — замкнутое множество > Ве ®; 


(ФЗ) для всякого АеФ некоторая его окрест- 
ность принадлежит семейству Ф?). 


Примеры. Семейство Е всех замкнутых мно- 
жеств и семейство с всех компактов являются семей- 
ствами носителей. 

Если À — подпространство пространства Уи Y — 
семейство носителей в Ÿ, то можно проверить, что се- 
мейства | 


У|Х={Асх: Ae Ч} 3), 
ПХ ={А=ВПХ: ВЕТ} 


являются семействами носителей в À. 
В частности, су|Х = сх, Ру ПХ = Fx. 


1) В этом параграфе все топологические пространства пред- 
полагаются локально компактными и паракомпактными [3]. 

2) Условие (ФЗ) не очень существенно и будет использоваться 
лишь в п. 5.6 и 6.5. 

3) Чтобы это семейство удовлетворяло условию (ФЗ), под- 
пространство À должно быть локально замкнутым (т €. быть пе- 
ресечением открытого и замкнутого подмножеств 7). 
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0.2. Когомологии с носителями в ®. Мы 
не будем здесь давать определения носителя коцепи 
(это довольно тонкий вопрос). Напомним лишь, что 
в случае многообразий носителем дифференциальной 
формы ф (обозначается зирр ф) называется наимень- 
шее замкнутое множество, вне которого ф(х) = 0. 

Носители коцепей, как и носители дифференциаль-_ 
ных форм, —это замкнутые множества, обладающие 
следующими свойствами: 


(зирр') — зирр(ф-+ 1) = зиррф + 5ирр Ÿ; 
(supp?)  suppôp © supp y; 
(sup p°) Vi: X—Y и VyecC'(?) 


suppf paf" (supp +). 


Пусть Ф — семейство носителей в À. Обозначим ue- 
рез C*(®X) группу коцепей с носителями в Ф: 


C'(9X)= {фе С" (Х): зиррфе D}. 


Вследствие (®1) и (supp!) это действительно 
группа, а вследствие (®2) и (supp?) на ней: опреде- 
лено действие гомоморфизма кограницы 6. Значит, 
можно построить соответствующую группу когомоло- 
гий: 

Н*(ФХ) — группа когомологий группы C*(®X). 


Назовем непрерывное отображение 
Е ФХ ЗУ 


топологических пространств с заданными в них семей- 
CTBAMH носителей когомологически допустимым, если 
Е! (Ч) < Ф. Из (зиррз) следует, что такое отображе- 
ние индуцирует гомоморфизм 


Ё: С" (У) >> С* (©Х) 
и, значит, гомоморфизм 

г: Н’ (ТУ) = Н* (PX) 
и что соответствие | -^->]* является контравариант- 
ным функтором (определенным на категории допу- 


_ стимых отображений). В частности, если в качестве 
семейства носителей взято семейство замкнутых 
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множеств, то все непрерывные отображения когомоло- 
гически допустимы (так как при непрерывном отобра- 
жении прообраз замкнутого множества замкнут). Ilo- 
этому когомологии с замкнутыми носителями Н*(ЕХ), 
которые совпадают с «обычными» когомологиями 
Н*(Х), находятся в привилегированном положении. 


0.3. Гомологии с носителями в Ф. Носи- 
телем элемента цепи [0] (обозначается зирр [6]) назы- 
вают образ в À отображения 0; это компакт в À (06- 
раз компакта А при непрерывном отображении 0). 

Изменим определение цепи, данное в п. 1.2: по- 
требуем, чтобы формальная линейная комбинация 


= 2", [o;] 


была не конечной, а лишь локально конечной, т. €. 
чтобы всякая точка х имела окрестность Их, пересе- 
кающуюся лишь с конечным числом носителей [o;]. 
Отсюда легко следует, что множество 


зирру= (] supp oil 


замкнуто. Это множество называют носителем цепи 
у’). : 

Эти замкнутые множества обладают такими свой- 
ствами: 


(зирр!)  supp(v+Y)= supp YU supp Ÿ'; 
(supp)) зирр 0Y < supp у. 


Обозначим через С..(фХ) группу цепей с носите- 
лями в семействе Ф: 


C,(pX)={vecC,(X): supp y = D}. 


Из (Ф!) и (supp:) следует, что это действительно 
группа, а из (D2) и (зирр2) следует, что на ней опре- 


1) Пользуясь определением цепи, данным в п. 1.2, мы стал- 
киваемся с той трудностью, что множество |) зирр [0;], вообще 
говоря, зависит от выбранного представления Y. Эта трудность 
исчезает, если воспользоваться более современными определения- 
ми цепей. 
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делено действие гомоморфизма границы д, и можно 
построить соответствующую группу гомологий: 


Н.(хХ)— группа гомологий группы С. (фХ). 
Непрерывное отображение 
1: ФХ —>чУ 


топологических пространств, снабженных семействами 
носителей, назовем гомологически допустимым, если 
(11) { является Ф-собственным, т. €. для вся- 
кого компакта К <: У и VA == Ф множество 
f'(K) 0 À — компакт; 
(fs). HP). 


Легко видеть, что условие (/1) эквивалентно сле- 
дующему: 
(Г) для всякого локально конечного семейства 
{4 = Х}, такого, что |] А, € ®, семейство 
р 


{f(A,)} локально конечно в У. 


Это условие позволяет определить образ j#Y цепи у 
с носителем в Ф, причем носитель этого образа содер- 
жится в ЧФ благодаря условию (]) и очевидному 
свойству 


(зиррз)  suppf,(v)=f(suppv) 
Vif: Х>У и Уу=С. (Х). 


Тем самым допустимое отображение индуцирует гомо- 
морфизм 


Г: H,(oX) — H,(wY), 


и соответствие | ---—> fx является ковариантным DynKk- 
тором на категории допустимых отображений. . 

В частности, если в качестве семейства носителей 
взять семейство компактов, то все непрерывные ото- 
бражения гомологически допустимы, так как 

1°. всякое замкнутое подмножество компакта — 
компакт; 

2”. образ компакта при непрерывном отображе- 
нии компактен, | 
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Кроме того, гомологии с компактными носителями 
Н.(‹Х) совпадают с обычными гомологиями Н»(Х) 
(так как всякое локально конечное семейство под- 
множеств компакта конечно). 


5.4. Изоморфизм Пуанкаре'!). Для всякого 
семейства D носителей на компактном п-мерном ори- 
ентируемом многообразии Х существует канонический 
изоморфизм 

2 


H,(oX) = H"P(°x) 


между группами гомологий и когомологий с одними 
и теми же коэффициентами. 

Мы не приводим здесь построение этого изомор- 
физма, так как оно становится естественным лишь 
в связи с понятием потока, вводимым в п. 6; так же 
как распределение является обобщением обычной 
функции, потоки представляют собой обобщение диф- 
ференциальных форм и одновременно цепей. 


5.5. Индекс пересечения. Двойствен- 
ность Пуанкаре. Рассмотрим билинейную фор- 
му 

{ | ): НР(Х) ® H,(X) > 2, 


определенную в п. 4.1. Изоморфизм Пуанкаре пере- 
водит группу когомологий Н?(Х) (с замкнутыми но- 
сителями) в группу гомологий Hy-p(rÂ), а указан- 
ную билинейную форму — в билинейную форму 


(1): Ни-р(+Х) ® H,(X) 2, 


которую интерпретируют как индекс пересечения цик- 
лов; в HN. 7 мы поймем точный геометрический смысл 
этого индекса пересечения. 

Двойственность де Рама становится двойственно- 
стью Пуанкаре: 


1) Многие авторы называют этот изоморфизм «двойствен- 
ностью Пуанкаре». 

2) Следствие. Все группы гомологий и когомологий раз- 
мерностей > п равны нулю. 
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Группа гомологий с замкнутыми носителями 
Hn-p(rXÀ) 2-двойственна по модулю кручения группе 
Н»(Х) относительно билинейной формы — индекса пе- 
ресечения. 


Частный случай. Если многообразие Х ком- 
пактно, то семейство замкнутых множеств совпадает 
с семейством компактов и двойственность Пуанкаре 
становится двойственностью между обычными гомо- 
логиями Н»(Х) и Н„_р(Х); следствие: для всякого 
ориентируемого связного и компактного п-мерного 
многообразия À имеем H,(X) = Z 


5.6. Кограница Лере. Пусть À — дифферен- 
цируемое многообразие, 5 — замкнутое подмногооб- 
разие коразмерности г. Мы уже отмечали (замеча- 
ние 3.6), что конструкция 3.5, служащая для построе- 
ния гомоморфизма Ô*, сопоставляет всякой замкнутой 
дифференциальной форме ф на S форму dy на Х, но- 
ситель которой не пересекается с $. С другой сто- 
роны, носитель 4р может быть выбран сколь угодно 
близким к носителю ф (если взять трубчатую окрест- 
ность из п. [.6.4 достаточно малой). Итак, если 
зиррф = PIS, где D — семейство носителей Ha À, то 
в силу аксиомы (ФЗ) можно добиться того, что 
supp = Ф и, значит, supp d = DIX — $. 

Отсюда получаем гомоморфизм [7] 


в Р-НЕ Ех $). 


Если многообразия Х и $ ориентированы, то при по- 
мощи изоморфизма Пуанкаре гомоморфизм 6* пере- 
носится на гомологии и порождает гомоморфизм 

6*: На-›(х |5) > На-{(х|Х — 5), q=n—p, 


который называется кограницей Лере и интерпрети- 
руется геометрически следующим образом: 
ретракция u: V—S превращает трубчатую окрест- 
ность У в расслоенное пространство (см. п. IV.2) 
с базой S и г-мерным шаром в качестве слоя; значит, 


граница И многообразия У расслоена на (г — 1)-мер- 
ные сферы. Кограница Лере раздувает (9 — г)-мерные 
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циклы S в циклы À — 5, расслоенные на эти (7 — Î)- 
мерные сферы. 


Частный случай: Ф = с (семейство компак- 
тов B À). 

В этом случае DIS и DIX —S будут просто се- 
мействами компактов на $ и на Х — 5, и кограница 
Лере запишется в виде 


д: H,,(S) Hz itX - 5). 


6. Потоки. Здесь Х предполагается п-мерным 
ориентированным дифференцируемым многообразием. 


6.1. Потоком j на Х называется непрерывная '!) ли- 
нейная форма на © (°Х). В частности, каждая цепь у 
спределяет поток 


УФ] = (1) = [$ 
Nr 


каждая дифференциальная форма w определяет no- 
TOK 


о [©] = | 6 A @. 
Хх 


Если j[o] отличается от нуля лишь для форм ф сте- 
пени р, мы будем говорить, что ] — поток размерно- 
сти р или степени п — р. Обозначим через T,(X)= 


= J" P(X) векторное пространство потоков размерно- 
сти р (степени п — р). 


6.2. Носитель потока. Мы будем говорить, 
что | — нулевой поток в открытом множестве D, если 
jlol =0 для всякой дифференциальной формы ф, 
(компактный) носитель которой содержится в D. 

Следующая теорема показывает, что понятие по- 
тока локально: 


1) Под словом «непрерывная» подразумевается следующее: 
если ф; (=12,...) — дифференциальные формы класса С®, 
носители которых содержатся в одном и том же компакте, ле- 
жащем в области определения некоторой карты, и коэффициенты 
которых (вычисленные в этой карте) равномерно стремятся к 
нулю вместе со всеми своими производными при i->00, то /[ф:|->0. 
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Теорема. Если j =0 в некоторой окрестности 
U, каждой точки x & D, To | =0 8 D. 


Действительно, пусть {tx}, = n — локально конеч- 


ное разбиение единицы, подчиненное покрытию 
ых ‚ для всякой формы ф с носителем в D 


xe D? 
ilel=i[2 л„ф| = М [пФ] = 


(так как носитель ф компактен, в сумму входит лишь 
конечное число ненулевых членов, что позволяет ис- 
пользовать линейность |). 


Определение. Дополнение к наибольшему от- 
крытому множеству, в котором | = 0, называется но- 
сителем | (из предыдущей теоремы ясен смысл поня- 
тия «наибольшее открытое множество, в котором 
j = 0»). 

Если | — форма (соотв. цепь), это определение со- 
впадает с определением носителя формы (соотв. 
цепи). 


Замечание. Очевидно, выражение j[œ] можно 
определить и для форм с некомпактным носителем 
при условии, что компактно множество SUPP j | SUPP y; 
более общим образом, можно было бы определить 
«сходимость» выражения j[pl, аналогично тому как 
определялась сходимость интеграла Or 520). 

Потоки с носителями из семейства Ф. Обозначим 
через 


TI, (фХ) = Л"? (ФХ) 


векторное пространство потоков размерности р с но- 
сителями из семейства Ф. Пусть f:@X — у У — гомоло- 
гически допустимое дифференцируемое отображение 
(п. 5.3). Покажем, что оно индуцирует линейное отоб- 
ражение j,: Jp(oX)— Тр (+У), сопряженное к линей- 
ному отображению [| дифференциальных форм (co- 
ответствие ]^—>], будет тогда ковариантным функто- 
ром). 

Так как f есть Ф-собственное отображение (свой- 
ство (/f1) из п. 5.3), то замкнутое множество 


зирр / Пзиррёф < зирр/ ПР (supp) 
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компактно для всякого потока | с носителем из Фи 
всякой формы Ÿ с компактным носителем. Поэтому 
можно определить поток j,j равенством ({./) 4] = 
= j[f*p]. С другой стороны, легко видеть, что 


supp /,/ <= f(supp j), 
и поэтому в силу свойства (f2) из п. 5.3 supp /f,j ЕТ. 


6.3. Граница и дифференциал потока. 
Поток dj определяется равенством 


| дИЯ = На. 


Из формулы Стокса следует, что это определение со- 
впадает с обычным определением границы, когда по- 
ток равен цепи. 

_ Поток dj определяется равенством 


| dj=woi, | 


где и — линейный оператор, умножающий поток сте- 
пени р на (—)?. 

Проверим, что это определение совпадает с обыч- 
ным определением дифференциала, когда поток ] ра- 
вен форме о: 


do [6] = | do À p= | d(v À g)- wo À 46 = 
X Хх 


= — | wo À do = — шо [а$| = 
X 


= — дшо [| = до [|]. 


6.4. Гомологии потоков определяются оче:- 
видным образом при помощи оператора д или d (это 
одно и TO Же), и мы будем обозначать их 


H,J(oX) = Н"-Р J(oX) 


для потоков размерности р (степени п— р) с носите- 
лями из семейства Ф. 
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6.5. Гомологичность потоков диффе- 
ренциальным формам. В п. 6.1 мы видели, что 
всякая дифференциальная форма задает поток, по- 
этому мы имеем каноническое отображение 


О (ФХ) = 7 (-хХ). 


‚Теорема. Это каноническое отображение инду- 
цирует изоморфизм групп гомологий: 


HP (ФХ) = НРУ (œX). 


Идея доказательства состоит в построении регуля- 
ризующего оператора R:, коммутирующего с д, кото- 
рый преобразует всякий поток в форму класса С® 
(«сглаживая» его функцией класса С®, так же как ре- 
гуляризуют распределение, превращая его в обычную 
функцию). Здесь € — параметр: взяв € достаточно ма- 
лым, мы получим оператор Re, изменяющий потоки 
сколь угодно мало. В частности, носитель Ref можно 
сделать сколь угодно близким к носителю |, так что 
[в силу аксиомы (ФЗ) о семействах носителей] носи- 
тель Ref будет принадлежать тому же семейству. 


6.6. Гомологичность потоков цепям. 
Поскольку каждая цепь задает поток (п. 6.1), мы 
имеем каноническое отображение 


C,(&X) — Т(ФХ). 
Теорема. Это каноническое отображение инду- 
цирует изоморфизм групп гомологий: 
| Нр(хХ) = H I (eX). 
Этот изоморфизм и изоморфизм п. 6.5 дают изомор- 
физм Пуанкаре (п. 5.4). 


6.7. Полезный пример: поток, определяемый 
замкнутым ориентированным подмногообразием. Зам- 
кнутое ориентированное р-мерное подмногообразие $ 
(с краем или без края) очевидным образом ‘опреде- 
ляет р-мерный поток 


$9 = [$9 
$ 


5 Ф. Фам 
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[мы ввели требование замкнутости $ для того, чтобы 
зирр(ф|$) был компактным, если компактен SUPP Pl. 

Носитель этого потока, очевидно, совпадает с мно- 
жеством 5. 

Его границей служит, согласно формуле Стокса из 
п. [.7.7, поток, определяемый ориентированным под- 
многообразием OS. В частности, если многообразие $ 
не имело границы, оно определяет замкнутый поток, 
т. е. класс гомологий пространства Х. Однако обрат- 
ное утверждение, что всякий класс гомологий Х мо- 
жет быть представлен некоторым подмногообразием, 
вообще говоря, неверно (это зависит от размерности); 
этот трудный вопрос входит в теорию кобордизмов 
Тома [1]. 


7. Индекс пересечения !). 


7.1. В п. 5.5 был определен индекс пересечения 
(у’|у) двух циклов (или, скорее, их классов гомоло- 
гий). Попробуем определить (по крайней мере для. 
некоторых случаев) более общее понятие индекса пе- 
ресечения (k|j) двух потоков ] и k. 

Если À совпадает с дифференциальной формой, мы 
положим (k|j) = j{k]; это не что иное, как интеграл 


к, если | — цепь, а если | — тоже дифференциаль- 


1 
ная форма, то 


р=ЛЯ= [1 ь. 
X 


Пусть теперь j и À — два каких-нибудь потока. Мы 
скажем, что выражение (k|j) имеет смысл, если для 
любых регуляризующих операторов À; и № (см. 
п. 6.5) (ЮЁ|Ю:]) стремится к определенному пределу 
при = —0, и положим (А |]) равным этому пределу. 

Если supp jf зирр Е компактно, и если одно из 
двух выражений (k|dj), (АЕ |7) имеет смысл, то имеет 
смысл и другое и они равны; действительно, 


(R'RIR 0j) = (R'RIORj) = (dR'R|Rj) = <’ dk | Rj). 


1) Его называют также индексом Кронекера. 
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В частности, (k|j) = 0 всякий раз, когда один из по- 
токов замкнут, а другой гомологичен нулю; отсюда 
следует, что если | и Е— два замкнутых потока 
(0j = Ok = 0), то (hk|j) зависит лишь от классов e0- 
мологий | иЕ 

7.2. Мы будем говорить, что | — поток класса С® 
в точке х, если в некоторой окрестности И. этой точки 
он равен дифференциальной форме в класса C® (т. е. 
если | — © = 0 B (0, в смысле п. 6.2). Множество то- 
чек, в которых j есть поток класса С®, очевидно, от- 
крыто. Его дополнение называется носителем особен- 
ностей потока |. Если supp jf) зирр А компактно, и 
если носители особенностей j и Е не пересекаются, TO 
выражение (k|j), очевидно, имеет смысл; действи- 
тельно, локально мы приходим к случаю, когда один 
из двух потоков —- форма класса С®. На самом деле. 
благодаря некоторым свойствам регуляризаторов 
справедлива более сильная (доказанная де Рамом) 


Теорема. Для того чтобы выражение (Rk|j) 
имело смысл, достаточно, чтобы зирр j П supp À было 
компактным и чтобы носитель особенностей каждого 
из этих двух потоков не пересекался с носителем осо- 
бенностей границы другого. 


7.3. Предположим, что потоки | и À определены 
замкнутыми ориентированными подмногообразиями 
(возможно, с краем) Si и S2 (см. п. 6.7). Заметив, что 
носитель формы класса С® не может иметь меру 
нуль, мы видим, что носители особенностей двух этих 
потоков совпадают с самими множествами Si и So 
(если только размерность одного из этих подмногооб- 
разий не равна п). 

Предыдущая теорема в данном случае звучит так: 
чтобы выражение ($2|$1) имело смысл, достаточно, 
чтобы S1 [| So было компактно и чтобы 


9$: | 52 =$, П 9$2 =0 
Мы укажем простой способ вычисления этого вы- 
эажения в случае, когда подмногообразия $; и So 


‘размерностей р и п— р) пересекаются трансвер- 
гально [10]. 


5* 
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Их пересечение состоит в этом случае из конечного 
числа изолированных точек х(), x@),,,.,x(N) (так как 
$; | 52 компактно). Договоримся считать, что ориен- 
тации подмногообразий $1 и 95 согласованы в точке 
Хх, если система касательных векторов в х® 


(VA, V2, ...у У», Wi, Wa, …. р), 


полученная добавлением к ориентирующему реперу 
(У, Vo, ..., V») для Si ориентирующего репера 
(№, Wo, ..., Ир) для So, является ориентирующим 
репером для выбранной ориентации Х. 


Теорема. (52| $1) = №М+ — №, где М+ (соотв. 
М№М-) — число точек х®, в которых ориентации $1 и So 
согласованы (соотв. не согласованы). 


Очевидно, достаточно доказать это в окрестности 
одной точки х(9. Иначе говоря, достаточно проверить, 
что если 


Х=В”" =ВРХ В” 7 и ориентация задается векторами 


=” а д |: 
DAT Vs. UE 
$1 = В? _ И ориентация задается векторами 
(= 7): 
а CAS LC 
S>=R"? и ориентация задается векторами 
Cr 9) 
ВЕ ОЖ 


то (S2|S1) =1. Это проверяется непосредственно с 
использованием (не излагавшегося здесь) построения 
регуляризаторов. 


7.4. Пример. Пусть Х — комплексная сфера ком- 
плексной размерности п (действительной размерно- 
сти 21), а $ — компактное п-мерное подмногообра- 
зие — действительная часть этой сферы. Снабдим Х 
канонической ориентацией комплексного аналитиче- 
ского многообразия, а 5$ — произвольной ориента- 
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цией. Тогда индекс пересечения $ с самим собой оп- 
ределяется по формуле Э. Картана [1]: 


0, если п нечетно; 
($15) = 


Доказательство. Многообразие $ не имеет 
края и определяет поэтому замкнутый поток. Соглас- 
но п. 7.1, индекс пересечения не изменится, если за- 
менить 5 подмногообразием 5’, определяющим  гомо- 
ЛОГИЧНЫЙ ПОТОК: 


2 (—)"?, если п четно. 


($715) = ($15). 


Выберем 5’ так, чтобы $5’ и $ пересекались транс- 
версально и можно было воспользоваться п. 7.3. 

Полезно заметить, что комплексная сфера Х го- 
меоморфна касательному расслоению над действи- 
тельной сферой 5, т. е. пространству касательных век- 
торов, проведенных во всех точках $5: действительно, 
если 


Ze = Xe + Ш ь (= 0, р. ны п) 


— координаты в С”+, то уравнение Х в С”\ запи- 
шется в виде 
XX —Y YA, 


п / 
Ds 2. 22 =]. Т.е. 
À os S x°y=0. 


Сопоставим точке г Е À точку евклидова простран- 
Le Li 
vi + уу 
нентами ук и с началом в этой точке; ясно, что при 
этом будет определен гомеоморфизм Х на простран- 
ство касательных векторов к единичной сфере 
$ < В”"+!. При этом всякое векторное поле, каса- 
тельное к единичной сфере, задает подмногообразие 
$’ < Х, очевидно гомологичное !) исходному подмно- 
гообразию $5 (задающему нулевое векторное поле). 
Таким образом, следуя п. 7.3, мы должны изучить 


ства В”+! с координатами и вектор с компо- 


1) Действительно, всякое векторное поле на многообразии, 
очевидно, гомотопно нулевому векторному полю: достаточно ум* 
ножить это поле на скаляр À, стремящийся к нулю. 
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точки, в которых это векторное поле обращается в 
нуль. Возьмем, например, векторное поле y(X), задан- 
ное координатами (в объемлющем евклидовом про- 
странстве) 


Ye (х) = АХьхо (Е = I, 2, ...у п), 
Yo(x) = 2 (x — 1), 


где À — произвольный положительный параметр 
(рис. П.2). 
р * 


р- 
Рис. 1.2. 


Это действительно поле, касательное к сфере, так 
как 


x-y(x)=Axo(x- x —1)=0. 


Кроме того, оно обращается в нуль лишь в двух по- 
люсах рассматриваемой сферы 


À 
P , А] —= Ао =, ,, x, = 0 Xo =. + 1. 


Около этих полюсов локальная карта сферы задается 
координатами X1, X2,...,Xn, а поле у(х) приблизи- 
тельно равно у» (х) == + Ах» около точек P*. 

Следовательно, если многообразие $ задается 
около Р+ ориентирующим репером 


> 9. 
да. а 


то многообразие 5” будет задано ориентирующим ре- 
пером 

д д д д д д 

de и в РЭ 
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(который стремится к предыдущему при À —0, от- 
куда мы видим, что ориентация 5’ выбрана коррект- 
но) (рис. П.3З). 


Ух 


Рис. П.З. 


Вспомнив, что каноническая ориентация комплекс- 
ного многообразия задается ориентирующим репером 
д д д д д д 
получаем, что ориентирующие реперы $ и $’ согла- 
суются в точке P+ с точностью до знака (—)" "702. 
Аналогичное рассуждение дает для точки Р- тот же 
результат, умноженный на (—1)” [из-за знака минус 

в уравнениях ик (Хх) = — Аха]. 
Отсюда мы получаем анонсированный результат 


(S'IS)= (= (=). 
Замечания. (1) Результат для нечетного п 
можно получить непосредственно ввиду кососимме- 
тричности индекса пересечения: 
Си | S) =(—) "$ dim а 1$), 
что в нашем случае дает . 
2 
($18) =(=)" ($15). 
(ii) Одним из следствий этого результата для чет- 
ного п является хорошо известная теорема о том, что 


непрерывное векторное поле на четномерной сфере 
где-нибудь обязательно обращается в нуль. 


Глава III 


ТЕОРИЯ ВЫЧЕТОВ ЛЕРЕ 


Эта теория обобщает на комплексные аналитиче- 
ские многообразия теорию вычетов Коши. На протя- 
жении всей главы через Х будет обозначаться ком- 
плексное аналитическое многообразие, а через $ (в 
п. |—3) — замкнутое аналитическое подмногообразие 
комплексной коразмерности 1. Локальное уравнение $ 
(с ненулевым градиентом) в окрестности одной из 
его точек у будет обозначаться $,(х) = 0. Если для $ 
существует глобальное уравнение, мы будем записы- 
вать его в виде $(х) = 0. Вообще если буква, обозна- 
чающая функцию (или дифференциальную форму), 
встречается с индексом у, это означает, что соответ- 
ствующая функция (или дифференциальная форма) 
определена лишь в окрестности И, € Х точки y ES. 


1. Деление и дифференцирование дифференциаль- 
ных форм. 


1.1. Лемма (локальная) о делении форм. Если 
©, — дифференциальная форма (регулярная в рас- 
сматриваемой окрестности), такая, что 4$, Л в, = 0, 
то в ТОЙ же окрестности существует регулярная фор- 
ма фу, такая, что 


Фу = 45, /\ фу; 


ограничение ф,|$ этой формы зависит лишь от ©y и 
Sy; его обозначают | 
y 


AC eo р 


5 
если в, голоморфна в точке у, то ф, также может 
быть выбрана голоморфной в этой точке, и поэтому 
ру голоморфна. 
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Доказательство. Утверждение станет очевид- 
ным, если выбрать в À локальные координаты 


Е, É2,..., En, Такие, что $,(х) == &, и разложить диф- 
ференциальные формы по базису, порожденному 
АЕ, АЕ,..., А». В единственности ограничения 1р,|$ 


убеждаемся, замечая, что если ®, =0 (т. е. dE, Л 
À Yy = 0), то в разложение 4, должен входить мно- 
житель ДЕ, но 4 |$ = 0. 


Лемма (глобальная). Если $ задается глобаль- 
ным уравнением $(х) =0, и если ® — такая регулярная 
дифференциальная форма на Х, что ds Ло = 0, To 
существует такая регулярная форма ф на À, что 


о = 45/1; 


O в. 
через ф|$ а. обозначают ограничение этой фор- 


мы; это ограничение зависит лишь от о и $; оно го- 
ломорфно, если © голоморфна. 


Доказательство. Как и раньше, строим ло- 
кальные формы \р, и соединяем их при помощи раз- 
биения единицы (отметим, что если @ голоморфна, то 
построенная таким образом форма ф вовсе не обя- 
зана быть голоморфной; в то же время ф]|$ голо- 
морфна вследствие локальной леммы). 


1.2. Дифференцирование формы. В отли- 
чие от деления понятие дифференцирования формы по 
$ вводится в случае, когда $ — глобальное уравнение. 

Пусть © — замкнутая регулярная форма на Х, Ta- 
кая, что ds Ло =0. По лемме 1.1 существует регу- 
лярная на À форма в1, такая, что ® = ds Л ®;; так 
как © замкнута, TO 


| 1.1 

ds À do, = — do =0 = Jo: do, = ds Л ©; 
HO с 
ds Л do = — 4 (4®) =0=> 


1.1 1.1 
=> Jlo:, ..., = Jo,: do,_, = ds À ©. 
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На каждом шаге эта конструкция содержит элемент 
произвола (свобода выбора 1 в лемме 1.1). Тем не 
менее справедливо 


Предложение 1.3. Класс когомологий в. |$ в 
S зависит лишь от в и $. 


Доказательство. Достаточно доказать, что 
если © = 0, то ®„|5 когомологична нулю. Мы имеем 


1.1 
o = ds Ло! =0=> Эх: в = ds Лу, do, = — ds À ах; 


HO 


1.1 
do, = ds A Oo => ds A (@o + dy) = 0 > 
=> yo: ®2 = — dy + ds Л», do= — ds À dy; 


1.1 


do = ds À 6: => ds À (63 + dy) =0,...=> 
=> Эха: ® = — dY{o-1 + 4$ À Yo 
Следовательно, 
9 |5 = d(— Xa-11S). 


1.4. Обозначения. Класс когомологий o,|S в 
S обозначается 


de lo de lo 
a |: бе 
ds $ ds 


= Н” (5). 
5 


Исходя из этого обозначения, напишем формально 


ЩЕ (ds À O1) 
ds* 


dt lo, 
$ 45°—1 


а также, если ® = 4®’ (по-прежнему предполагается, 
‘что ds Ло =0), 


DIS E 


OISE 


, 
5 


dl (4®’) | _ 45 
45° s а 
Лере показал, что эти обозначения согласованы и 

что определенные таким образом «производные» под- 


чиняются обычным правилам вычисления производ- 
ных (формула Лейбница). 


$ 
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1.5. Замечание. Все вышеизложенное можно 
было проделать аналогичным образом и в случае дей- 
ствительных многообразий (считая $ многообразием 
действительной коразмерности 1). Именно в этом слу- 
чае Гельфанд и Шилов [1] вводят понятия деления и 
дифференцирования форм, чтобы определить «меру 
Дирака» 6($) и ее производные: пусть Х = В" 
S < В" — ориентированное подмногообразие, задан- 
ное уравнением $(х) = 0; действие Ô(S) на основную 
функцию (x) задается равенством 


5 = |-> 


где ® = [(х)ах, Л 4х2 Л... Л dx, (заметьте, что как 
< 
размерность $, так и степень-т” |. равны ий — |); ана- 


логично производная а. порядка & задается равен- 
ством 


5? 


58° ($) = Jar 


Физики постоянно используют эти понятия. 
2. Теорема о вычетах в случае простого полюса. 


2.1. Лемма (форма-вычет). Пусть ф — замкну- 
тая регулярная форма в À —S, имеющая на $ «по- 
лярную особенность первого порядка», т. е. УуЕ $ 
$уф является ограничением на À —S формы ву, регу- 
лярной в окрестности y. Тогда в окрестности у суще- 
ствуют регулярные формы y и 0,, такие, что 


мы 


АЛ Vu + Ou 


Форма VYy|S sea зависит только OT ф, назы- 
вается формой-вычетом формы ф и обозначается 


5уФ 


res [p] = “Are 


Эта форма голоморфна, если ф мероморфна. 
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Доказательство. (1) Существование ф, и 0. 
Форма do, регулярна и ds, Л do, = 0 (так как а®,= 
_ = ds, À фна À — 5). Значит, по локальной лемме 1.1 
в окрестности у существует такая регулярная форма 
9,, что do, = dsy Л 6у. 

Форма $,(ф — 0,) регулярна и ds, Л $,(ф.— 60,)=0. 
Значит, в окрестности у существует такая регулярная 
форма чу, что 
_ Зу(ф — бу) = 45, À Фу. 


(ii) w,|S зависит лишь от ф и Sy. Достаточно до- 
казать, что если ф = 0, то ф,|$ = 0. Ho 


dsy - pere Е 
Л, +0, =0= ds, Л 0,=0=36,:6,= 45, Л 6, = 


1.1 
= 45, A (фи +=,0)— 0=> 40, : ф, + $,0, = 4$, Л 9, => 
=> р, [$ = 0. 


(11) фу|5 не зависит от sy. Пусть $, = 0 — другое 
локальное уравнение $ в окрестности у. 


45у 
Равенство ф=-—— А ф,- 0, можно переписать в 
у 
виде 


ds, 
ф = Л 


бу 


2) A +0, 


5 
Но так как - —голоморфная функция, не равная 
5 
y 
нулю в окрестности у, ее логарифм регулярен, по- 
этому можно положить 


0, =60 ‚+4 я лм 
Sy 


ф, ие ф,. 
(iv) ф,15$ замкнута. Так как ф замкнута, то 


se D A d'y 48, = 0 


как и в пункте и. отсюда следует, что > 445 о 
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Sy® 
45у 5° 
В случае когда ds, Лф=0 в окрестности у, кон- 


струкцию пункта (1) можно провести с 0, =0, и 

He ER : 
тогда фу|5 совпадет с формой — |, определенной 
у 


(у) Оправдание обозначения res [p] = 


в лемме 1.1. 


2.2. Кограница Лере. В частном случае, ко- 
торый нас здесь интересует (codimRS = 2), гомомор- 
физм 6* из п. П. 5.6 запишется в виде 


5": H,(S)—> Ни (Х-5). 


Уточним его геометрическую интерпретацию. 

Пусть У — замкнутая трубчатая окрестность под- 
многообразия $, а и: И-»5$ — ретракция, превра- 
щающая У в расслоенное пространство со слоем, изо- 
морфным единичному диску О комплексной плоскости 
(можно считать, что ограничение комплексной функ- 
ции $, на каждый из слоев и-!(у’) является для и’, 
достаточно близких к у, изоморфизмом этого слоя на 
диск в комплексной плоскости; при этом на слое воз- 
никает каноническая ориентация). Пусть о — элемент 
р-мерной цепи в $, который мы будем противоза- 
конно считать ориентированным полиэдром, вложен- 
ным в $. Множество и!(о0) является клеткой, изо- 
морфно произведению диска D на полиэдр о и опре- 
деляет в Х элемент цепи 


u*o = D @ 6 
(ориентированное произведение ориентированных KJIE- 
ток D ид). Граница !) этой клетки имеет вид 
ди*с = 0(D ® 6) = 0) ® 6 + D @ 06. 
Обозначим через б„: Cp(S)— CpH1(X —S) гомомор- 
физм, который элементу цепи о ставит в соответствие 


цепь OD ® о. Интуитивно можно себе представлять, 
что этот гомоморфизм раздувает цепи $ в цепи Х—5, 


1) Приведем общую формулу для границы произведения: 
д(с ®т) = до®т+ (—1) 1 бо® or. 
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расслоенные на окружности OD. Гомоморфизм би ан- 
тикоммутирует с гомоморфизмом границы, так как 


98,0 = 0(0D ® с) = — 0D ® дв = — 500, 


и индуцирует поэтому гомоморфизм групп гомологий 
6,: Нр(5)> Ньы(Х — 5), 


который совпадает с 6* с точностью до знака: на са- 
мом деле 
0* = WÔ, 


(по поводу этого знака см. формулу п. П. 6.3, связы- 
вающую границу и дифференциал потока). В даль- 
нейшем кограницей Лере мы будем называть именно 
гомоморфизм Ô,, а обозначать его будем просто д. 


Рис. Ш. 1. 


2.3. Перестановка д и 0. Пусть ов есть р-мер- 
ный цикл в 9, а т — относительный (27% — р — 1) -мер- 
ный цикл в (Х, S). Преобразуя о при помощи изо- 
морфизма Пуанкаре и применяя формулу Стокса, мы 
видим, что 
(6*а [т) = (в | дт), 
ES 

(—)*" (6,0 Tr) = (о | dt). 


Это соотношение можно пояснить следующим геоме- 
трическим рассуждением (рис. 1.1). 

Предположим, что циклы о и т гомологичны |) 
подмногообразиям, так что мы можем использовать 
определение индекса пересечения 11. 7.3, и предполо- 
жим, что подмногообразие т пересекает $ трансвер- 


1) В смысле потоков. 
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сально. Метрику можно выбрать таким образом, что 
т будет состоять из геодезических, ортогональных 
к S. Тогда если ретракция и определяется с помощью 
этой метрики, и если ÔuO и т пересекаются трансвер- 
сально в точке х, то в и ÔT пересекаются трансвер- 
сально в точке u(x). Пусть À — геодезическая, соеди- 
няющая X H и(х) и ориентированная к ци (х). В точке x 
подмногообразия био и т локально могут быть пред- 
ставлены как ориентированные произведения 


0,0 = 0D @ 0, Е UT. 


откуда и получается соотношение между ориента- 
ЦИЯМИ 


ех(т, 6,0) =ех (à, дт, ОО, в) =(—)Р ах (А, ОР, дт, и 
= (—)? ес (А, ОР)в. (т, в) =(—)Р*' в. (дт, о). 


2.4. Теорема о вычетах. Если у — цикл в $ 
(с компактным носителем) и ф— замкнутая дифде- 
ренциальная форма в Х— 5, имеющая на $ поляр- 
нию особенность первого порядка, TO справедлива 
формула вычетов: 


[Ф=2м | res [Ф], 
бу 


У 


где гез[ф] — это форма-вычет mp, определенная в 
_п. 2.1, а бу — кограница Лере цикла у, определенная 
ай: 2. 


Доказательство. Рассмотрим семейство пред- 
ставителей д„,„у того класса гомологий, которому при- 
надлежит бу, определенных ретракциями Le! У, ->5, 
где радиус = трубчатой окрестности Ve стремится 
к нулю. Имеем 


[е= [e для всякого а, и, значит, = lim Го. 
ne в ‚ 8>0 5 


Пусть 0 — один из элементов цепи, входящих в у, 
носитель которого заключен в области определения U 
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какой-нибудь локальной карты многообразия Х. При 
достаточно малом = носитель 6„,с будет заключен в 
О, и если в рассматриваемой карте локальное уравне- 
ние $ задается координатой &1, мы получаем 


p= RL À p+ 0 в 0 
И 
dé: 
= EL Ah 
с->0 А LE Er NY 
= d 
lie Fit Pdf IS = 3 те. 
ôDe 


2.5. Следствие. Класс когомологий res[q]l в $ 
зависит только от класса когомологий ф в À —S. 
Его называют «класс-вычет» формы ф и обозначают 


Res [pl]. 


Доказательство. Если ф когомологична нулю 
в Х— 5, то ее интеграл по всякому циклу в À —S 
(и, в частности, по всякому циклу вида бу) равен 


нулю. Поэтому | res [ф] равен нулю по всякому циклу 


y 8 S. Нов силу теоремы де Рама из этого следует, 
что res [ф|] когомологичен нулю в 5. 


3. Теорема о вычетах в случае кратного полюса. 


3.1. Теорема существования «класса- 
вычета» (Ж. Лере). Всякая форма ф, регулярная и 
замкнутая в Х— 5, когомологична в Х— $ некото- 
рой форме ф, имеющей на $ простой полюс. 


Определение. Класс когомологий гез [$], одно- 
значно определенный в силу следствия 2.5, называется 
классом-вычетом ф и обозначается Res [$]. 

Мы приводим эту теорему без доказательства; в 
п. 3.3 будет указан случай, когда форму ф легко по- 
строить в явном виде. 


3.2. Теорема о вычетах (непосредственное 
следствие п. 2.4 и 3.1). Если у — цикл в $ (с компакт- 
ным носителем), а ф— дифференциальная форма, 
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«замкнутая» в À — 5, то имеет место формула выче- 
тов 


| ф= 21 | Res [ф], 


бу у 


где Вез [Ф| — это класс-вычет ф, существование кото- 
рого следует из теоремы 3.1. 


3.3. Построение класса-вычета в Cl Y- 
чае, когда $ задается глобальным урав- 
нением. /ГГредположения: $ задается глобальным 
уравнением $(х) = 0; форма ф имеет на $ полярную 
особенность порядка & (x > 1), иначе говоря, $°ф 
продолжается до формы в, регулярной на À. 

Задача состоит в построении формы .ф, когомоло- 
гичной в À —5 форме ф и имеющей на $ полярную 
особенность первого порядка. 

Тем же рассуждением, что и в п. 2.1 (1) (но с uc- 
пользованием глобальной леммы 1.1), доказывается 
существование таких регулярных в À форм 1 и 6, что 


Отсюда 


rer) 


LE Tu $ 


т. €. ф когомологична в À — S форме 


о qe 
RL El - +0), 


st $ а—! 


которая имеет на $ полярную особенность порядка 
a — 1. Форма ф строится, таким образом, индукцией 
ПО 4. | 


34. Связь с понятием производной 
формы. Допустим, что наряду с предположениями 
п. 3.3 выполнено еще предположение 45/ф=0. 
В этом случае форма в =5°ф регулярна и замкнута в 


6 ®. Dam 
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Х : do = as%lds Лф=0 и, очевидно, ds Ло = 0. 
Тем самым выполнено предположение п. 1.2, и из 
п. 3.3 видно, что класс-вычет Resp] совпадает с ум- 


1 а—1 
ноженным на ие классом =. ‚ определенным 
| @— 1) 5 $ 
вн 2: 
1 dt lo 
Res = ————— ——— |, 
es [$] (ei 4 + 


В общем случае Лере рассматривает это paBex-. 
a—1 


ство как определение символа и показывает, 


4$“ |5 


что это определение согласуется с обычными прави- 
лами действий с прсизводными (ср. п. 1.4). 


4. Сложные вычеты 


4.1. Пусть $1, 92,..., эт — замкнутые аналитиче- 
ские подмногообразия Х комплексной коразмерности 
1, пересекающиеся в общем положении, т. е. такие, 
что в окрестности каждой точки пересечения 


уе! 5; “Cf, 2,.,.,m)} 


ре]! 


дифференциалы ds;, (1е=1[) линейно независимы (51 
обозначает локальное уравнение $; в окрестности 
точки И). В этом случае каждое из пересечений ST яв- 
ляется вследствие п. [.4.5 комплексным аналитиче- 
ским подмногообразием в ST при / < Г комплексной 
коразмерности |/|—|J|. Таким образом, рассматри- 
вая вместо пары (Х, S) из предыдущих пунктов CO- 
ответствующую пару многообразий, можно построить 
последовательность «гомоморфизмов-вычетов»: 


Н?(Х-$ 0... US.) => 
а (Gi iles 
Res, 


RS о US 
un, HMS fl... Su), 


Res Res 
3 m 
> . фо 


—> 
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а- также последовательность гомоморфизмов — когра- 
ниц Лере: 


HA — 510 Е Ц Sn) <= Нр-1($1 = $20 ... DS Ye 


Ô 


ев $ e ке ne 
€ H,-2(SiNS: О, = < 


ms Нав OS à Sax 


Композициями этих гомоморфизмов являются го- 
моморфизмы 


ыы о 
H(X=S Ur US ИП no) 


связанные формулой сложных вычетов 
| ф= (2ri)” | Кез" [$] 
ту 
(достаточно т раз применить формулу обычных вы- 
четов). 


4.2. Кососимметричность сложной ко- 
границы. Мы получаем из у цикл 


д”у=б 0020 ... обму, 
расслоенный на ориентированное произведение 1 OK- 
ружностей |) 
00, ® 90. ® ... ® др, 


Поэтому для всякой перестановки \ символов 
{1,2,..., т} имеем 


On, ° Ôn, ° ….. ° On, Ÿ = (—)" 61 в ° во о 0 ÔmY; 


где (—)1— знак перестановки. Иначе говоря, опера- 
ция сложной кограницы кососимметрична по индексам 


1) Заметьте, что сложная кограница 0” не имеет ничего об- 
щего с кограницей 


6": Нр ($:П. : Пт) > Hp+2m- 1(4—Sih . + NS), 
получаемой г Е определения из п. П. 5.6 к подмного- 
образию 5: ||... ПзшаХ, 


6* 
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1, 2,..., т, и, значит, то же самое верно по отноше- 
нию к сложному вычету. 


43. Вычисление сложных вычетов. Слож- 


ный вычет формы p, имеющей Ha $1, S2,..., Эт ПО- 
лярные особенности порядков A, @2,..., Ми, обозна- 
чается 

Res” [$] = 


Fev ... в 


1 


EE ————__—_—_—_—_—_—_—— 
(ai —1)!...(œn—1)! dy do Un ; 
45: Ads” Л... Ads, sin.ns, | 
где ®= 511552... Sp, и вычисляется методами пре- 
дыдущих пунктов. 

Если $1, 52,...,5т — глобальные уравнения, и 
если &« — такая дифференциальная форма, регуляр- 
ная в окрестности $1, 52,..., Эт, ЧТО 

8: А.с; Ads, Ado =0, 
то полагают 
а +... +4 a+... +0 
91 то) и а А... ла ло] 
а. а SE 1+4 1-4 ‚ 
DT 08 с А =>: А." ; 


Определенные таким образом частные производные 
подчиняются всем обычным правилам действий с част- 
ными производными (симметрия по индексам, фор- 
мула Лейбница, формула замены переменных). 


5. Обобщение на относительные гомологии. Все 
понятия предыдущих пунктов легко обобщаются на 
случай относительных гомологий и когомологий. Для 
двух комплексных аналитических подмногообразий $ 
и 5’ комплексной коразмерности 1, пересекающихся в 
общем положении, определяют кограницу Лере 


9: Н. (3) (X =S; 57 


при помощи той же конструкции, что и в п. 2.2, лишь 
выбирая ретракцию и таким образом, чтобы п (5’) < 
< $’ (для этого в окрестности S выбирают такую Me- 
трику, чтобы $’ состояло из геодезических, сртого- 
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нальных к $). Аналогично определяется гомомор- 
физм Кез: 


Res: Н?’*'(Х-— $5, 5”) -> HP(S, 5). 


Формула вычетов не изменится: 


[o=2ni | Вез[Ф], 
бу У 


HO у в этом случае является относительным циклом в 

(5, 5’), а ф— такой замкнутой дифференциальной 
о 1 

формой в À — $, что ф| 5’ = 0. 


Глава IV 
ТЕОРЕМА ИЗОТОПИИ ТОМА 


1. Объемлющая изотопия !). Напомним, что гомео- 
морфизмом двух пар топологических пространств 
5: (Х, А) =(У, В) называется такой гомеоморфизм 
g: Х=У, что g|A: А=В (Ас, Вс У — подпро- 
странства). 


Lt Гомеоморфизм 
8: (Х, So) = (А, Si) 


называется объемлющей изотопией So в Х?), если в Х 
существует такое семейство подпространств {$.} = ол, 
соединяющее So и $1, и такое семейство непрерывно 
зависящих OT T°) гомеоморфизмов &.:(Х, $50) = 
=(Х, $.), что во — тождественное отображение, 
EI € 

Подпространства So и $, называются в этом слу- 
чае изотопными в Х. Отметим, что задать объемлю- 
щую изотопию — это значит лишь задать гомеомор- 
физм g; «соединяющие семейства» {S,} и {5.} при 
этом не заданы, и только предполагается, что они су- 
ществуют; явное задание этих семейств мы назовем 
реализацией объемлющей изотопии. Семейство гомео- 


1) Хотя это понятие интересно и само по себе, можно про- 
читать сначала п. 1 гл. УГ, где объясняется, зачем оно введено. 

2) Более точно, объемлющей изотопией So в Si внйтри À. 
[Употребляется также термин «окружающая» изотопия (см. Хуа 
и Теплиц [1]). — Прим. перев.] 

3) Иначе говоря, отображение С: X [0, 1]—>X, определен- 
ное равенством С (х, т) = вт (х), непрерывно, 
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морфизмов, реализующих объемлющую изотопию, 
удобно представлять в виде такой диаграммы: 


--_ —-—-—-_-_о6—_Ь—|[|[|Ы[-Ыщ1[ 
9:' о 9° 


# 


1.2. Назовем две объемлющие изотопии 


5, h: (Х, So) == (À, 51) 


эквивалентными (обозначается g =), если суще- 
ствуют реализации этих изотопий с одним и тем же 
семейством соединяющих пространств {5$.}. Соотно- 
шение g = À действительно является отношением эк- 
вивалентности: свойства рефлексивности и симметрии, 
очевидно, выполняются, а свойство транзитивности 
вытекает из следующей леммы. 


$ 
т 
1.3. Лемма. Пусть g =h — две объемлющие изо- 
TONUU, реализованные с помощью семейств отображе- 
ний 


бт, he : (4, So) == (À, SRE 


если существует другое семейство соединяющих про- 


/ 
странств S+x, реализующее в, то с его помощью можно 
реализовать также и h. 
ъ Fr, РАЯ À в Г 
Действительно, пусть &’: (Х, 5.) = (Х, 5%) - вто 


рая реализация &; тогда À реализуется при помощи 
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семейства 


he= gogr'oh,: (Х, 5) = (Х, S’). 


So 


LS 


= Voci en en ee: 4e 
< 1. 
м 


5т 


Определение. Назовем классами объемлющей 
изотопии классы эквивалентности по отношению ==. 


1.4. Теорема. Две эквивалентные объемлющие 
изотопии гомотопны. 


$ 
[22 T o 
Действительно, если & =, то семейство отобра- 


С] — | : 
жений Y,—=hoh, од. реализует гомотопию 


вый: (Х, $9) = (Х, Si). 


So Se 5, 
9: “sis Пат 
RCE 4 
д. = —ы 
50 ST $1 


1.5. Следствие. Две эквивалентные объемлю- 
щие изотопии индуцируют один и тот же изоморфизм 
групп гомологий: 

5 == й > 5, Le hs: H, (À, So) ER Н, (À, Si), 
или Н, (+ À — So) = H,(œl À — Si), 
или Н, (ol So) = H,(œl $1) 


для всякого семейства носителей D, инвариантного 
относительно гомеоморфизмов. 
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1.6. Пример. Пусть 


X=C— (комплексная плоскость); 
$, = Si; — множество, состоящее из двух точек х= 
= +], x = — |]; 
£ — тождественное отображение; 
й — симметрия относительно центра 0: Й(х) = 
= — X. 


Гомеоморфизмы g и И: (Х, So) = (Х, So) являются 
объемлющими изотопиями So в А: их можно реали- 
зовать при помощи семейств 


S; es So Lx ns 1х; 
$ ={х=е”", х=- е!"\}, 
й.— поворот на угол лт: А. (x) = ей"х. 
Эти изотопии не эквивалентны, так как 
8: Но($о) — Но($0) 
— тождественный автоморфизм, а 
й,: Но ($0) —> Но($0) 


— автоморфизм, переставляющий образующие Ho(So), 
ибо h переставляет точки х = + |, х = — 1. 


2. Расслоенные пространства 


2.1. Расслоенным пространством называют тополо- 
гическое пространство Ÿ, в котором определена такая 
проекция (непрерывное отображение на) 


nm: УТ 


на ‘пространство Т, которое называется базой, что 
для всякого { = T пространство У; = л-'(Ё) гомеомор- 
фно заданному пространству Х, называемому слоем; 
У, называется слоем над &#. 


Тривиальный пример. Прямое произведе- 
ние À ХТ с очевидной проекцией Ha Т. 


Расслоенным отображением |: У — У’ расслоенного 
пространства У в расслоенное пространство У” с той 
же базой Т называется непрерывное отображение, 
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коммутирующее с проекцией, т. е. такое, что диа- 
грамма 


НЕ 

+ у 

\ SA 
T 


коммутативна. Иначе говоря, | переводит слой У, в 


слой fe над той же точкой Е В частности, если 
У = ХХ Г, а У = Х' ХТ, то задать расслоенное ото- 
бражение | — это значит указать семейство непрерыв- 
ных отображений fs: À — À”, непрерывно зависящих 
OT {. 

Если задано непрерывное отображение À: T’—T, 
то каждому расслоению Ÿ со слоем À и базой Т мы 
сопоставим естественным образом расслоение У” с тем 
же слоем Х, но с базой Т’, требуя, чтобы диаграмма 


Y = y 


у у 
ЕТ 

была коммутативна. Это расслоение назовем прообра- 
зом расслоения У при отображении Е [обозначается 
а 

Построение осуществляется следующим образом: 
пространство У”’— это подпространство в УХТ”, со- 
стоящее из тех точек (у, Г), для которых л(и) = А(Ё), 
а отображения: л’и À определены равенствами 

(у =, R(y, F)= y. 

Частный случай: Т’— подпространство Т, 
Е — естественное вложение. В этом случае К-!(У) — 
подпространство в У, состоящее из точек, проектирую- 
щихся в Г’; мы скажем, что Е-!(У) является ограни- 
чением расслоения У на Т’ [обозначается k-!(Y) = 
= | 

Сечением в расслоенного пространства У называет- 
ся такое непрерывное отображение о: Г-»Т, для ко- 
торого л°о = 1т. Другими словами, сечение сопостав- 
ляет каждой точке { базы точку слоя У:, причем это 
соответствие непрерывно по É. 
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2.2. Тривиальное расслоенное прост- 
ранство. Расслоенное пространство У называется. 
тривиальным, если существует расслоенный гомеомор- 
физм |: У= ХТ, т. е. такой гомеоморфизм f, что 
диаграмма 


а аь 
EN и 
Г 


коммутативна. Такой гомеоморфизм [ называется три- 
виализацией расслоения 7. 


Примеры нетривиальных расслоенных про- 
странств. 


2.3. Пусть У = Т = C — {0} — комплексная пло- 
скость с выброшенным началом координат, л: У —> T — 
отображение л(у) = y?. Слой У; состоит из двух точек 


y=Vt и у=-УЕ. 


Значит, Х — пространство, состоящее из двух точек; 
при этом У не гомеоморфно À X Т, так как У связно, 
a À X T нет. 


2.4. Пусть Г есть п-мерное дифференцируемое MHo- 
гообразие, У — касательное расслоение к этому много- 
образию (см. пример IT. 7.4). 

В этом случае У, — касательное пространство к 
многообразию в точке Г и, значит, слой À представ- 
ляет собой пП-мерное векторное пространство. Сече- 
нием У является непрерывное векторное поле на Г. 
Легко видеть, что касательное расслоение к сфере 
четной размерности нетривиально: действительно, в 
п. [1.7.4 было доказано, что любые два сечения этого 
расслоения обязательно пересекаются, что неверно 
в случае тривиального расслоения. 


2.5. Локально тривиальное расслоен- 
ное пространство. Расслоенное пространство У 
называется локально тривиальным, если для всякой 
точки { его базы существует окрестность @,, такая, 
что У| 9; является тривиальным расслоением [8]. 
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Часто, говоря о расслоенном пространстве, подра- 
зумевают, что оно локально тривиально. Все про- 
странства, рассмотренные нами в примерах, локально 
тривиальны. Классическая теорема гласит, что всякое 
локально тривиальное расслоение со стягиваемой ба- 
зой тривиально!). 

Другое полезное (и очевидное) свойство: прооб- 
раз (локально) тривиального расслоения (локально) 
тривиален. 


2.6. Расслоенные пары. Предыдущие поня- 
тия естественно распространяются на пары топологи- 
ческих пространств (см. п. П. 2.11). Расслоенной па- 
рой с базой Т назовем пару (У, $), для которой опре- 
делена такая проекция л: У-»Г, что для всякой точ- 
ки [ЕТ пара (У, S;) гомеоморфна заданной паре 
(X, So) [через $, мы обозначили л-! (КП $]. Расслоен- 
ную пару назовем тривиальной, если существует та- 
кой расслоенный гомеоморфизм [| У=ХХТ, что 
{1$ :$ = $50 Хх Т. Аналогично определяется локально 
тривиальная расслоенная пара. 


Класс изотопии, связанный с путем. 
Пусть (Х ХТ, $) — локально тривиальная расслоен- 
ная пара с базой Т, À: [0, 1] > Г — путь в Г. Расслоен- 
ная пара À !(X X Т, $) локально тривиальна и имеет 
стягиваемую базу [0, 1], следовательно, она три- 
виальна. 

Тривиализовать эту пару — значит задать непре- 
рывное семейство гомеоморфизмов 


К:Х =Х, таких, что f, [Sat : Sat) = So, 
т. €. объемлющиую изотопию 


g=fr р: (Х, So) = (Х, 5, 


класс которой, очевидно, зависит ‘лишь от пути, а не 
от выбора тривиализации. 
Покажем, что в действительности этот класс зави- 


сит лишь от гомотопического класса пути. Действи- 


') База предполагается локально компактной и паракомпакт- 
Hoï, = ; 
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тельно, пусть À и А’ — два гомотопных пути с общими 
концами 


= (0)— 270 n ИЕ. 


Гомотопия (с фиксированными концами) между дву- 
мя этими путями задается таким непрерывным ото- 
бражением Л квадрата 


м 


А 10, |=, ^ 0’, И=М, А (0, 07] )=%, А (п, Р)] =. 


Отождествляя все точки сегментов [0, 0'] и [l, 11], 
мы приходим к непрерывному отображению Л. фи- 


гуры 


в T. Расслоение Л;'(Х ХТ, 5) локально тривиально, 
имеет стягиваемую ‘базу и, следовательно, тривиально.. 
Ограничивая тривиализацию f, : À = Х этого расслое- 
НИЯ 


(тео ««1) 
мы ‘ получаем  тривиализации А\\(Х ХТ, $) и 
W-I(X XT, $). Значит, гомеоморфизм g=f "of, яв- 


ляется объемлющей изотопией, связанной с двумя 
путями À H №. 


2.7. Пример. Пусть Х = С, T =C— {0}, $ — под- 
многообразие X X Т, заданное уравнением х? — f = 0. 
Расслоенная пара (ХХ Т, $) локально тривиальна, ее 
слоем является пара (À, $1 = {х = 1, х= —1}). С пу- 
тем À: [0, 1] > Т, определенным равенством À(t) = ет, 
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можно связать объемлющую изотопию À из приме- 
ра 1.6. 


3. Стратифицированные множества 


3.0. Пример. Рассмотрим в евклидовом про- 
странстве R° поверхность $, заданную уравнением 


Х? — у?2 =0 (рис. ТУ.1), 


Рис. ТУ. 1. 


и разложим ее в сумму многообразий следующим 06» 
разом: 


= 410 420 А! AU А», . 
где 
=$П{и>> 0}, 4 =SfN{y<0} 
eff y=t; 20: A={x=y=0, 20 
ии 0}. 
Как говорят в таком случае, мы стратифицировали 
множество 5; многообразия А называются при этом 


ее Границей страта А называется множество 
ОА =А— А. В рассматриваемом частном случае 


+ —042= Alu A,  0A1=09A= A4, : 94-69. 


3.1. Первичная стратификация. Пусть У 
есть р-мерное дифференцируемое многообразие, $ — 
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замкнутое подмножество У. Скажем, что на $ задана 
первичная стратификация, если в $ построена после- 
довательность вложенных замкнутых множеств 


о А. Ве 


таких, что выполнены следующие два свойства: 

1°. (свойство стратов) $7^— 57+! — дифференци- 
pyemoe подмногообразие У размерности р», связные 
компоненты которого А}^ (предиолатается, что их KO- 
нечное число) называются стратами |): 

2°. (свойство границы) граница ДА = À — А каж- 
дого из стратов А является объединением стратов, 
размерность которых строго меныше размерности А. 


3.2. Пример. Если в примере 3.0 в качестве 


2 2 1 
стратов взять  подмногообразия Ат, À и À = 
= {x =у= 0}, то свойство границы не будет вы- 
полнено. 


3.3. Первичная стратификация комп- 
лексного аналитического множества. 
Обозначим через с операцию, сопоставляющую каж- 
дому комплексному аналитическому множеству $ ана- 
литическое множество O(S) его особых точек. Исполь- 
зуя три операции: ос, [| и «разложение на неприводи- 
мые компоненты», — можно всякому аналитическому 
множеству $ сопоставить семейство неприводимых 
аналитических множеств 5. Положим Аз= $. — U Зв 

В<а 
где В< а означает, что $в строго вложено в S,. По 
построению À, является аналитическим подмногооб- 
ee из неприводимости Sy следует, что Аз связно 

= S, (см. Абъянкар [1, $ 44 С]), так что 


Aa = Ц Зв 
B< a 
т. €. свойство границы выполнено. Таким образом, мы 
построили каноническую первичную стратификацию $. 


1) Многообразие отрицательной размерности по определению 
пусто. 
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3.4. Пример. Снова рассмотрим пример 3.0, но 
уже в пространстве С3, а не в №3. Описанная выше 
каноническая конструкция приводит к семейству мно- 
жеств | 

(Ses, S'=a(S)=oer 2} 
и канонической стратификации 
о: 5 


3.5. Пример. Пусть S=S;,U SU ... US, — объ- 
единение замкнутых подмногообразий, находящихся в 
общем положении. Данная выше каноническая конст- 
рукция приводит к семейству аналитических мно- 
жеств без особенностей !) 


S;; $$» SNS Se 
т. €. к стратификации 


A;=S;— U (S;NS;), 
ii 
A;;=S;NS;— U $15, П5ь, .... 
ль д 


3.6. Регулярное примыкание. Скажем, что 
страт А примыкает к страту В (обозначается А < В), 
если Ас ОВ. Совокупность стратов В, к которым 
примыкает А, называется звездой А. 

Чтобы дать определение стратификации, исходя из 
первичной стратификации, введем дополнительные ус- 
ловия регулярного примыкания. Эти условия локаль- 
ны, так что объемлющее многообразие У можно счи- 
тать евклидовым пространством [9]. Обозначим через 
Г.(А) гиперплоскость (в евклидовом пространстве У), 
касательную к страту À в точке а = À. Назовем стра- 
ты АВ регулярно примыкающими в точке a € À, 
если всякая точка ве В, пробегающая некоторую 
окрестность точки а, удовлетворяет двум следующим 
условиям (так называемые условия А и В Уитни): 

А) угол между Ть(В) и Та(А) стремится к нулю 
одновременно с |6 —а|; 


1) Точнее, это связные компоненты (<> неприводимые ком- 
поненты) указанных многообразий. 
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В) если г: B— À — локальная ретракция!) В на 
——— 
AÀ,TO угол между вектором b,r(b) и плоскостью Ть(В) 
стремится к нулю одновременно с |6 —а|?). 


Примеры. 


3.7. Рассмотрим пример 3.2 (скорее даже 3.4, если 
мы хотим, чтобы выполнялось свойство границы; впро- 
чем, это несущественно). В точке, лежащей на оси у, 
касательная плоскость к страту 4? горизонтальна и, 
значит, ортогональна страту À!, т. €. для стратов 
А! < А? условие А Уитни ‘не выполняется в начале 
координат. 


3.8. Пусть $ < В3 — поверхность, заданная уравне- 
нием | 
уу— =) + м =0 


(«утончающийся» конус, рис. IV.2). Возьмем в каче- 
стве стратов 


A1 = ось 2, A? = S— AI, 


Пусть г: A2— А! — ортогональная проекция 4? Ha ось 
А!. Когда точка 6 стремится к нулю по параболе 


А? N {x = 0}, касательная плоскость Ть (А?) становится 
—— 

ортогональной к направлению b, г(5); следовательно, 

условие В в начале координат для стратов À! < А? 


не выполнено. 


3.9. Пусть $ < В3 — цилиндр (рис. ГУ. 3), заданный 
в цилиндрических координатах (р, 6, г) уравнением 
р = е; возьмем в качестве страта А! ось г, А? = 


— — 
— à 


1) То есть такое отображение г: В — À (определенное в окре- 
стности точки а), что rÜU14,: ВЦ А->А непрерывно. Строго ro- 


воря, именно Г)1) является ретракцией. Для построения г 


можно расслоить У параллельными гиперплоскостями, трансвер- 
сальными А в точке а, и определить  (b) как точку пересечения 
с À гиперплоскости, проходящей через 65. - 

2) Заметим, что если А выполнено, TO из выполнения усло- 
вия В для некоторой ретракции г следует, что В выполняется для 
любой ретракции, 


7 ®. Фам 
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Свойство В не выполняется для стратов А! < А? ни 
— 


в одной точке [угол между плоскостью Ть(А?) и b, r(b) 
постоянен]. Заметим, что свойство А выполняется, 
хотя у плоскости Ть(А?) нет предельного положения 


риа 1 Вис М8 


при b —>А'. Именно поэтому условие А не было сфор- 
мулировано так: 


А’) lim 7, (B)=T, (А). 
ba 


Определение. Назовем первичную стратифика- 
цию стратификацией, если всякая пара примыкающих 
стратов А < В регулярно примыкает во всех точках 
a & À. Например, если первичные стратификации при- 
меров 3.7, 3.8 измельчить, добавив страт нулевой раз- 
мерности — начало координат, то получится настоя- 
щая стратификация. 


4. Теорема изотопии Тома 


4.1. В п. 2.6 мы видели, каким образом объемлю- 
IAA изотопия связана с локально тривиальными 
расслоенными парами. Теорема Тома позволяет убе- 
диться в локальной тривиальности дифференцируемой 
расслоенной пары: мы предполагаем, что л: У—>Т— 
дифференцируемое отображение многообразия У в 
связноё многообразие ТГ, а $ — стратифицированное 
подмножеетво У. Для упрощения формулировок за- 
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метим, что если задана стратификация подмножества 
с У, то можно задать стратификацию всего У: 
достаточно взять связные компоненты У — $ в каче- 
стве дополнительных стратов. Скажем, что стратифи- 
цированное множество У является (локально) три- 
виальным расслоением, если существуют стратифици- 
рованное множество Х и (локальный) расслоенный 
гомеоморфизм [: У = Х ХТ, отображающий каждый 
страт из У в произведение некоторого страта из Х на 
многообразие Т. Это свойство, очевидно, влечет за 
собой (локальную) тривиальность пары (У, 5), и 
если выбранная стратификация не слишком тонка по 
отношению к топологической структуре $!'), то оно 
эквивалентно локальной тривиальности. 


Итак, пусть У^>Т — локально тривиальное стра- 
тифицированное расслоение. Предположим сначала, 
что реализующий локальную тривиализацию гомео- 
морфизм | является диффеоморфизмом. Тогда ясно, 
что отображение каждого страта из У на Т является 
субмерсией, т. е. ранг ограничения T на каждый страт- 
равен размерности Т?). Теорема Тома представляет 
собой в некотором смысле обращение этого замечания 
в случае, когда проекция л — собственное отображе- 
ние 3).. | 


Теорема о тривиальности. Пусть У — стра- 
тифицированное множество“), а л: У-» Г— такое 
собственное дифференцируемое отображение У на 
связное дифференцируемое многообразие Г, что огра- 
ничение пл на каждый страт У имеет ранг, равный раз- 
мерности Т. Тогда У является локально тривиальным 
стратифицированным расслоением 5). 


1) Более точно, если всякий гомеоморфизм f: (Х, 5) = (4, $) 
оставляет каждый страт из $ глобально инвариантным. 

2) Если Т связно, то это отображение даже сюръективно. 

8) Если У = X X T, то это последнее условие эквивалентно 
компактности À. 

4) При доказательстве этой теоремы Том придает слову 
«стратифицированный» несколько иной смысл, слегка изменяя ус- 
ловия регулярного примыкания (см. раздел «Источники», ГУ). 

5) В теореме ничего не говорится о дифференцируемости 
тривиализующего гомеоморфизма {. И действительно, известны 
примеры, когда | нельзя сделать диффеоморфизмом. 


7 


100 Гл. ГУ. Теорема изотопии Тома 


В случае когда л не есть собственное отображение, 
легко привести противоречащие примеры. 

4.2. Пример (рис. IV.4). Пусть x — ортогональ- 
ная проекция плоскости У = В? на ось Т = В, $ —ги- 
пербола x{ = |, разложенная на два страта (две ветви 
гиперболы). 


Рис. [У. 4. 


Ограничение л на каждый из стратов имеет ранг 1, 
однако в начале ‘координат локальной тривиальности 
нет. 


Рис. ПУ. 5. 


4.3. Пример (рис. IV.5). А вот контрпример, где 
ограничение л даже сюръективно: л — ортогональная 
проекция пространства 3 = (х, у, Ё) на ось & $ — по- 
верхность, заданная уравнением 


$ == 2+ 12 —у=0, 920. 
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Поверхность $ сама по себе является стратом [$ — 
многообразие, так как дифференциал ds = 2хах + 
+ (21, — 1) dy + y°dt нигде на S необращается в нуль]; 
отображение л|5, очевидно, сюръективно; это отобра- 
жение ранга |, поскольку df и 4$ не пропорциональны 
нигде на $. Однако в начале координат нет локальной 
тривиальности (когда Ё проходит через нуль, 5; из 
эллипса превращается в ветвь. гиперболы). 


4.4. Критические множества. Видимые 
контуры. Пусть л: У — T — дифференцируемое ото- 
бражение стратифицированного множества У на диф- 
ференцируемое многообразие Т. Для всякого страта А 
из У назовем критическим множеством страта А мно- 
жество СА тех точек À, где гапо(л| А) < dim T!). 


4.5. Лемма. Если А < В, то А П сВс СА. 
Это легко выводится из свойства А Уитни. Для 
простоты используем свойство À’: пусть а — точка А, 


входящая в CB; согласно свойству А’, имеем Т.(А)<= 


<= Пт Ть(В). Но для сВ эВ —а касательная гипер- 
ba 
плоскость Гь(В) проектируется в гиперплоскость раз- 


мерности < 9—1; значит, то же самое справедливо 
относительно гиперплоскостей Ит Ть{В) и Та(А). 
ba | 


4.6. Следствие. Объединение критических мно- 
жеств сВ по всем стратам В из У является замкнутым 
множеством. | 

Действительно, 


cB=cBU(cBN0B)=cBU (] СВПА)=сВЦ (] сА 


АВ А<В 


в силу леммы 4.5. Так как число стратов конечно, по- 


лучаем 
ЦИсв=(ев= (св. 
B В В 


1) Отметим различие между этим определением и обычным 
определением критического множества: если dim А < dim], то 
все многообразие А будет критическим. A 
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Видимые контуры. Замкнутые множества сА 
(соотв. (^^) назовем видимыми контурами в прооб- 
А 


разе страта А (соотв. стратифицированного множе- 
ства У). 

Предположим, что проекция л — собственное ото- 
бражение. Тогда всякое замкнутое подмножество из У 
проектируется в замкнутое подмножество из ТИ. 


Замкнутые множества л(сА) = n(cÀ) QUE Ux(c4)) 
г 


назовем видимыми контурами в образе, или, короче, 
видимыми контурами страта А (соотв. стратифициро- 
ванного множества У). 

Из теоремы Тома о тривиальности немедленно по- 
лучаем слбёдующее предложение: 

Пусть л: УТ — собственное дифференцируемое 
отображение стратифицированного множества У на 
дифференцируемое многообразие Т, и пусть L — види- 
мый контур У; на каждой связной компоненте © мно- 
жества Т — L стратифицированное множество Ÿ|6 яв- 
ляется локально тривиальным расслоением. 


5. «Многообразия» Ландау. 


5.1. Пусть л: УР — TT — аналитическое собственное 
отображение комплексных аналитических многообра- 
зий, комплексные размерности которых равны соот- 
ветственно ри 9. Предположим, что многообразие У 
аналитически стратифицировано, т. е. определяющие 
его стратификацию замкнутые вложенные множества 
у = SN $57! > 57: >... являются комплексными ана- 
ълитическими множествами. Замыканием страта А яв- 
ляется в этом случае комплексное аналитическое мно- 


жество 5 4 — неприводимая компонента одного из $71. 


5.2. Лемма. Видимый контур в прообразе СА яв- 
ляется комплексным аналитическим множеством. 
Действительно, пусть PA — размерность А, и пусть 


{s1(Y), 52(и), ..., s:(y)} 


1) Простое упражнение из общей топологии: используется 
лишь тот факт, что Т локально компактно. 
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— набор аналитических функций, локально порождаю- 
щих идеал множества Sa (п. 1.8.3). Пусть В(Ии), 
(y), ..., В (у) — аналитические функции, локально 
определяющие проекцию л: УР -» 71. 

Определим аналитическое подмножество Da CSA 
условием, что на 24, помимо функций S;, обращаются 
в нуль все миноры порядка р — PA + 9 матрицы 


Е г ЗЕЕ 


В. ds; ot, 
SEE бу, бу, 
а LES RER | 


Тогда Уд 1 А = cA. Действительно, на многообра- 


$71 
ду, 
жим для определенности, что верхний левый минор 
порядка р —рд не обращается в нуль в окрестности 


некоторой точки ае À; из этого следует, что в окрест- 


зии А ранг матрицы равен р— Da; предполо- 


ности а координаты ит, Y2, ..., Up можно заменить ко- 
ординатами 
/ / es 
У — 51 (и). 73 Top = Sp (И), 
/ Æ PAT За . 
Ира Vp=parit Ир Ш 


в этих новых координатах матрица (ST) будет выгля- 
деть так: | | 


ml, О DRE, к 

в ar 

; Е ? ? 

0.7.2 
P — PA 

ôt 

0 0 

. ду» 

р 
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Обращение в нуль всех миноров (ST) порядка р — 
— PA +9 эквивалентно обращению в нуль всех мино- 
ров порядка 4 матрицы 


д; ]1=1,..., 9 


/ 


) 


Е=р-—рд-1, ..., Р 


Me di задает линейное отображение, касательное к 
А. 
Таким образом, действительно 


ЗА ПА = СА, т. е. cA=Za —X41 04, 


и так как Ули ДА — комплексные аналитические мно- 


жества, мы получаем, что сА — комплексное аналити- 
ческое множество — связная компонента 24 (см. Абъ- 
янкар [1, $ 44, С]). 


5.3. Следствие. Видимый контур (в образе) 


л(сА) является комплексным аналитическим множе- 
ством. Это следует из теоремы Реммерта [1] (см. так- 
же Ганнинг и Росси [1]) об образе комплексного ана- 
литического множества при собственном аналитиче- 
ском отображении. 


«Многообразия» Ландау. Аналитическое 


множество LA = л(сА) — видимый контур страта А — 
мы назовем «многообразием» ') Ландау страта А. 
В дальнейшем нас будут интересовать лишь «много- 
образия» Ландау коразмерности 1, поэтому мы Les 
полагаем, что 


Ppazgq—l. 


5.4. Особенности «многообразий» Лан- 
дау. При изучении особенностей «многообразий» Лан- 
дау мы воспользуемся результатами Тома [2] об осо- 


1) Слово «многообразие» (взятое в кавычки) употребляется 
здесь в смысле английского «Variety», а не «manifold»: речь идет 
06 аналитических множествах, вообще говоря, с особенностями. 
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бенностях критических множеств аналитических ото- 
бражений '). Основным понятием, благодаря кото- 
рому оказывается возможным систематическое изуче- 
ние вопроса, служит понятие отображения общего 
положения, к несчастью, слишком тонкое, чтобы мы 
могли его здесь точно привести; отметим лишь, что — 

1°. всякое отображение аппроксимируется отобра- 
жением общего положения; 

2°. всякое отображение, достаточно близкое K OTO- 
бражению общего положения, является Ем 
общего положения. 

Приведем несколько результатов Тома: для ото- 
бражений общего положения, во-первых, 


т сА = dimn(cÀ)= q— 


во-вторых, множество точек, где rang(x|A)=g—1 
[критические точки коранга?) 1], не имеет особенно- 
стей; если, кроме того, в некоторой критической точке 
гапо(л|сА) = 9—1, то эта точка называется простой 
коранга 1; таким образом, ограничение л на множе- 
ство простых критических точек коранга | является 
погружением многообразий. 

Приведем один результат в частном случае при 


Е 

Для отображений л общего положения все крити- 
ческие точки имеют коранг 1, т. е. критическая кри- 
вая СА не имеет особенностей; особые критические 
точки (точки, где ранг л|сА равен нулю, а не единице) 
являются изолированными и проектируются в точки. 
возврата кривой о. - 


1) На самом деле Тома интересует действительный диффе- 
ренцируемый случай, но большинство его рассуждений легко пе- 
реносится на комплексный аналитический случай (там, где речь 
идет лишь о локальной структуре). 

2) Речь идет о коранге в образе, равном по определению раз- 
мерности образа минус ранг. 

3) Частные случаи д = 3 и д=4 также были исследованы 
Томом исчерпывающим образом, 
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5.5. Пример. Пусть А — тор, вложенный в ев- 
клидово пространство ЖЗ, и пусть. л — ортогональная 
проекция этого тора на плоскость В? (плоскость ри- 
сунка). Если угол между осью тора и этой плоскостью 
достаточно мал, то проекция будет выглядеть, как на 
рис. ГУ. 6 или как на рис. ТУ. 7. 

Критическая кривая СА не имеет особенностей. На 
рисунке изображена проекция этой критической кри- 
вой; у проекции есть четыре точки возврата а, b, а’, 


Рис. [У. 6. Рис: ВАТ. 


р’ — проекции точек, где касательная к СА перпенди- 
кулярна к плоскости рисунка. Неустранимость точек 
возврата для отображения л общего положения !) 
проявляется в том, что они сохраняются при малых 
изменениях угла между осью и плоскостью. Заметим, 
что на рис. IV.6 есть также две двойные точки € и }, 
но соответствующие ветви критической кривой в про- 
образе не пересекаются; тем самым эти точки нельзя 
обнаружить при локальном исследовании прообраза. 


5.6. Многообразия Ландау примыкаю- 
щих стратов. Назовем точку ие LA П LB точкой 
истинного?) пересечения многообразий Ландау ГА и 
LB, если она является проекцией точки 


аесАП св. 


1) Эта устойчивость точек возврата кривых Ландау оказалась 
неприятной неожиданностью для физиков, которые, столкнувшись 
с ней в одном примере (см. Иден, Ландшоф, Полкингорн, Тэй- 
лор [1]), решили, чте их пример в каком-то смысле «патоло- 
гичен». 

2) Употребляется также термин «эффективное пересечение» 
(см. Хуа и Теплиц [1]). — Прим. перев. 
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Предположим, что À < В и что а — простая крити- 
ческая точка коранга | страта А. Пусть 6 = cB — про- 
стая критическая точка коранга | страта В; когда b 
стремится к а, угол между касательными плоскостями 
ТГ.(А) и Ть(В) стремится к нулю, так же как и угол 


[.В 


Рис. ТУ. 8. 


между их проекциями; положив и = (a), ио=л(Ь), 
мы получаем, что при U—>U касательная (9 — 1)-пло- 
‘скость T,(LB) стремится к касательной (4 — 1)-пло- 
скости Г,(ЁА). Иначе говоря, в точке истинного пере- 
сечения ‘многообразия Ландау двух Е 
стратов касаются друг друга. 


5.7. Пример (рис. ГУ. 8): В — сфера, А — окруж- 
ность большого круга этой сферы, л — проекция на 
плоскость рисунка. 


Глава У 
ВЕТВЛЕНИЕ ВОКРУГ «МНОГООБРАЗИЙ» ЛАНДАУ 


1. Изложение проблемы. 


1.0. Фундаментальная группа тополо- 
гического пространства. Напомним, что пу- 
тем © с началом и и концом UV в топологическом про- 
странстве ТГ называется непрерывное отображение : 
[0, 1] —> Т, такое, что &(0) = и, %(1) = 9. Если конец v 
‚пути % совпадает с началом и’ пути &’, то можно опре- 
делить путь ©’. с началом и и концом о’, полагая 


: а (2%) при От< 1/2; 
AR нЕ Е 


Интуитивно путь а’. можно представлять себе в 
виде последовательно проходимых путей & и ©. 

Через «7! мы обозначим путь а, проходимый в об- 
ратном направлении, т. е. путь с началом о и концом и, 
заданный равенством 


= ог! (т) = &(1— т). 


Два пути а и а’ с одним и тем же началом ии 
одним и тем же концом о называются гомотопными, 
если их можно соединить непрерывно зависящим от 
параметра т семейством путей а. с началом и и кон- 
ЦОМ 9. 

Гомотопность путей является отношением эквива- 
лентности, согласованным с определенным выше зако- 
ном умножения путей, так что можно говорить о про- 
изведении двух гомотопических классов путей, есте- 
ственно, при условии, что концы путей первого класса 
совпадают с началами путей второго. 

Фиксируем в Т раз и навсегда. точку шо и рассмот- 
рим множество всевозможных путей (называемых пет- 
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лями с началом ио), начинающихся и кончающихся в 
точке ио. Множество гомотопических классов петель 
с началом Uo с приведенным законом умножения яв- 
ляется группой: единичным элементом служит класс 
постоянной петли (той, которая отображает [0, 1] 8 
точку 1); обратным к классу петли À является класс 
петли À! Эту группу называют фундаментальной 
группой (или одномерной гомотопической группой) с 
началом изу топологического пространства Т и обозна- 
чают 71 (Т, 1). 

Что произойдет, если начальную точку # заменить 
другой точкой о? Пусть % — путь с началом Uo и KOH- 
цом Vol). Соответствие 


[a]: Tu (T, и) — Ti (T, Vo), 


определенное равенством 


[4] (^) = “А+, 


очевидно, является гомоморфизмом, который зависит 
лишь OT гомотопического класса с; при этом [&1 яв- 
ляется обратным гомоморфизмом, так что Œ— изо- 
морфизм ?). Этот изоморфизм удобно описывать втер- 
минах деформаций петель. 

Петля [%](^) = &«+À- ax! получается при деформа- 
ции петли À, при которой начальная точка проходит 
путь а. 

В частности, положив Uo = Vo, мы получаем геомет- 
рическую интерпретацию внутренних автоморфизмов 
группы ли (7, 1). 


1) ‚Всегда предполагается, что пространство Т линейно связно 
и такой путь существует. 

2) Таким образом, каждый раз, когда фундаментальная 
группа интересует нас лишь с точностью до изоморфизма, из- 
лишне указывать начальную точку. 
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Пример'!). Пусть T = R?—{u, и} — плоскость с 
двумя выколотыми точками. Тогда л.(Т, 10) — свобод- 
ная (не абелева) группа, порожденная À и и: 


А 


és 5 


Элемент [u](À) может быть представлен петлей. 


(&](A) 


e 
р Up 


1.1. Изложим теперь центральную проблему этой 
главы. Пусть УР = ХХ 171 (р — n + 9) — произведение 
комплексных аналитических многообразий, причем 
многообразие Х предполагается компактным, и пусть 
nm: Ÿ — Î — естественная проекция 2). Пусть $ — ана- 
литически стратифицированное подмножество Ÿ, 2 — 
«многообразие» Ландау, видимый контур S в Г. В пре- 
_дыдущей главе мы видели, что (У, 5) | Т — L является 
локально тривиальной расслоенной парой; значит, вся- 
кий гомотопический класс Е 7m (1 —[, 1) опреде- 
ляет класс объемлющей изотопии Su, в слое У, и, 
следовательно, автоморфизм 


Л»: H, (Yu Su) Sos H; (Fi Su) 
ИЛИ 
Н, (У. Su + H AC Su) 


Соответствие À"— À nr Éd dass + фун- 
даментальной PRE базы в группу автоморфиз- 
мов À ,: 


#! Л (TL, up) —> Aut He Su)» 


1) Впредь ни в формулировках, ни в обозначениях мы He 
будем различать петлю и ее гомотопический класс, так что прак- 
тически нарисовать петлю — это значит представить гомотопи- 
ческий класс петли при помощи ориентированной линии. 

2) Дополнительное предположение (см. предыдущую главу) 
о том, что У является произведением, сделано лишь для удобства 
изложения, 
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и настоящая глава в основном посвящена изучению 
этого гомоморфизма. 

Чтобы дать его точное описание, нам придетея сде- 
лать два следующих предположения: 


Предположение 1'): $ является объедине- 
нием замкнутых подмногообразий Si, So, ... комплекс- 
ной коразмерности 1, находящихся в общем положе- 
нии (с очевидной стратификацией). 

Всякий страт А в $ представляется в виде 


А=$:П5$2П ..е N Sy» — U 5» 


R>m 


и для всякой точки ае А существуют окрестность И, 
не пересекающаяся с $» при А > т, и такие коорди- 
наты и1, de rs что S; ПУ лежит в гиперплоскости 
1 = 0: (is k-2;:.;;, т), причем точка а совпадает с 
началом ии Положим n(V) = И и введем в М 
локальные координаты 1, 15, ..., la с началом в точке 

= л(а); ограничение проекции л на У будет зада- 
ваться тогда системой аналитических функций (y), 
2(и),..., в (И). Заметим, что мы предпочли выбрать 
координаты, в которых $; записываются простым спо- 
собом, рискуя упустить из виду структуру прове: 
ния в У. 


Предположение 2: T односвязно, т. е. п: (T) —0 

Назовем простой петлей с началом Uo петлю À, по- 
строенную следующим образом: мы задаем 

ыы регулярную точку и = многообразия Лан- 
дау L комплексной коразмерности 1; 

2°. путь 0 в Т— L с началом ш и концом wi, близ 
КИМ К и; 


3°. такие координаты F1, №, ..., В в окрестности 
точки и, что L определяется уравнением В = 0. После. 
этого фиксируем переменные 45, ..., las заставляем 


1) Мы делаем это предположение в связи с невозможностью 
изучить все мыслимые стратификации. Отметим в то же время, 
что одна недавно доказанная теорема позволяет заменить произ- 
вольное аналитическое множество множеством, удовлетворяющим 
предположению 1, при помощи процедуры «разрешения особен- 
ностей» (Хиронака 1}. 
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комплексную. переменную Ё описать малую окруж- 
ность в положительном направлении вокруг начала 
координат и определяем, таким образом, малую пет- 
лю о с началом ил. 

Простая петля À задается равенством 


À = [0-!] (®«) = 0-! о. 0. 


. @ 0] 


1.2. Предложение. m(1)=0@m(T—L) по- 
рождается простыми петлями. 

Импликация <= очевидна, так как всякая малая 
петля, а значит, и всякая простая петля, гомотопна 
нулю в Г. 

Чтобы доказать =>, надо показать, что всякая пет- 
ля À B 1 — L с началом в Ио гомотопна произведению 
простых петель. По предположению À гомотопна нулю 
в Г, т. €. существует непрерывное отображение Л : П — 
— T квадрата в пространство Т, совпадающее с À на 
нижней стороне квадрата и переводящее три другие 
стороны в точку ш. По классической теореме теории 
гомотопий непрерывное отображение Л можно при- 
близить дифференцируемым отображением Л”; послед- 
нее в свою очередь (по теореме о трансверсальности) 
можно приблизить отображением Л”, трансверсаль- 
ным!) на Г. Но Л”- (Г) состоит из конечного числа 
изолированных точек, так как Л”-!(Г) замкнуто в 


компакте [1, и ЭТИ точки ти, To, ..., ть являются про- 
образами регулярных точек L действительной кораз- 
мерности 2. 


После этого достаточно заменить нижнюю сторону 
квадрата, которую мы рассматриваем как путь в > 


1) Понятие отображения, трансверсального на стратифици- 
рованном множестве, определяется в [10]. Мы здесь используем 
доказанный Уитни [3] факт, что всякое комплексное аналитиче- 
ское множество можно стратифицировать; в этом случае точки 
стратов максимальной размерности, очевидно, являются регуляр- 
НЫМИ. 
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последовательностью простых петель, как это сде- 
лано на рис. У.1, и отобразить все это в T — L при 
помощи отображения Л”. 


2. Простой пинч. Формулы Пикара — Лефшеца. 


2.1. Описание простого пинча. Допустим, 
что а — простая критическая точка страта А коранга 
в образе 1 (в обозначениях п. 1, предположения 1), 


Рис. У. 1. 3 


не входящая в замыкание критических множеств дру- 
гих стратов. Как известно, в случае общего положения 
критическое множество СА в окрестности а не имеет 
особенностей и изоморфно проектируется на LA. По- 
этому можно выбрать такие локальные координаты, 


UTO 
LAN W = {t = 0}, : 
сСАПУ={и=фр=... = ин =ФсАПУ= 
| == у: =... = ут = 0}, 
2 (У) = Yn+2 ..., (И) = Ур 


(действительно, из того, что л|сАПУ: cANV—LANW 
является изоморфизмом, следует, что якобиан 
lo, ..., а ПО Уп, ..., Ир Не обращается в нуль). 

Таким образом, остается определить лишь функ- 
цию #1 (и). В случае общего положения ее ограничение 
на À будет иметь (ср. Том) на сА квадратичную о0со- 
бенность, и можно добиться того, чтобы эта функция 
записывалась в виде 


(0, будние... HU 


Кроме того, так как а не является критической ни 
для одного из многообразий, входящих в звезду стра- 
та À, каждый из членов Yi, ..., Уж Должен входить 


8 Ф. Pau 
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в функцию #(у) линейным образом, и, значит, эта 
функция запишется в виде 


Ве аа Я аи ENT 


Сформулируем теперь все это в терминах структуры 
расслоения У. Если положить 


X = Yo №=Уз, ..., Xn = Yn+1s 


то очевидно, что в окрестности У в системе координат 


(х1, №2, ..., Xn, И, В, ..., la) проекция л запишется 
д w д о 

просто (x, é)"—>({f). В этой новой системе уравнения 

многообразий Si, So, ..., эт Примут вид 


81 (х, = (Ах... 


$2 (х, t)= x, =0, 
$3 (х, t) == хо = 0, 


PAPE 2 FA}, 


т-1 


Sn!) = ди = 0. 


Внутри слоя 7, = Х многообразия $; = 7,П$; нахо- 
дятся в общем положении всюду, кроме гиперпло- 
CKOCTH fi = 0, где, как мы скажем, они имеют простой 
пинч или квадратичный пинч. Более точно, выраже- 
ние «квадратичный пинч» относится лишь к случаю 
т < и, когда квадратичные члены действительно вхо- 
дят в Si(X,{), а случай m=n + 1 будет называться 
линейным пинчем: 


$1 (х, #) 
$2 (х, 1) 


д — (жж +... хи) = 0, 
X1 = 0, 


Sn+1 (x р == Хи = 0. 


[Это случай, когда многообразие Ландау ГА является 
просто проекцией страта А размерности 9 — 1!).] 

На рис. V.2 представлены ситуации, возникаю- 
щие в окрестности простого пинча в случае малых 


1) Так как мы по-прежнему предполагаем, что в окрестности и 
коразмерность LA равна 1, случаи т>п-| исключены. 


1 2 3 
51 
‚= --@ (сфера) 
. 
| 
При #,>0 окружность (соотв. сфера) 5 , исчезает, 
превращаясь 6 две изотропные прямые (соотв 
изотропный конус), 
хр 
-- -@ шапочка) 
2 
3 
4 


е(тетраздр) 


Рис. V.2 
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размерностей. Рассматривается открытое множество 
И; = У, ПУ с описанными выше локальными коорди- 
натами (X1, №2, ..., Xn), а параметр & выбран действи- 
тельным, положительным и достаточно малым, для 
того чтобы вся интересующая нас часть рисунка со- 
держалась в открытом множестве (.. 


2.2. Описание исчезающих цепей. На 
‚рис. V.2 изображены также несколько цепей, которые 
будут играть важную роль. Все эти цепи «исчезают» 
при {1 — 0, откуда и произошло их название. Перечис- 
JIHM ИХ. 


Исчезающая клетка е— это действительная клетка, 


ограниченная многообразиями $1, Sa, ..., Эт): 
| ЖЖ действительные, 
51, SD +.) $т 2 0; 


ориентация е выбирается произвольно; на рисунке вы- 
брана ориентация, определенная системой действи- 
тельных осей (Re Ох, Re Ох», ..., Re Oxh). 


Исчезающей сферой е назовем сложную границу 
исчезающей клетки: е=диоди_1°... оде, где д; — 
операция взятия той части границы, которая нахо- 
дится в многообразии S;, 


| о = действительные, 
= S$s=,,: 50$ = 0. 


— 


Исчезающим циклом ё назовем сложную когра- 
ницу (см. п. 1.4.1) исчезающей сферы: 


6 = д: обоо ... о бте, 


где д; означает кограницу Лере по отношению к мно- 
гообразию Si. 


1) В дальнейшем, обозначая многообразия Sit или открытое 
множество И;, мы будем ее индекс {:; условимся, что мы 
находимся в слое Ÿ;, где &= (8, 0, ‘es 0), a {1 действительно, по- 
ложительно и мало. 
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Более общим образом, для любой возрастающей 
последовательности целых чисел 


пою 


положим по определению 


ЕР. 
е!2 = Оо... оО, о де, 
ê — 6; об, = об 112 ++, 
ПР NET ES l Lo ...о 1,€ й 
где {]1, fo, ..., ж_и} — возрастающая последователь- 
ность, дополнительная к {й, 1, ..., lu}. Это обозначе- 


ние построено по следующему мнемоническому пра- 
вилу: верхние индексы нумеруют многообразия S;, 
которые содержат рассматриваемую цепь; нижние ин- 
дексы нумеруют многообразия S;, которые ограничи- 
вают рассматриваемую цепь; жирный шрифт показы- 
вает, что рассматриваемая цепь ограничена всеми 
многообразиями S;, которые ее не содержат; верхняя 
тильда показывает, что рассматриваемая цепь пере- 
секается только с теми многообразиями S;, которые ее 
ограничивают. 

Случай т= п + | (линейный пинч) особый: исче- 
зающей сферы €, а значит, и исчезающего цикла ё& не 
существует; цепи 


MES Е D vs оО; о ое о де 


с точностью до знака вырождаются в точки, которые 
мы обозначим 


C° и Г S;. 
i#i 

2.3. Характеристика исчезающих клас- 
сов. Предыдущее описание было проведено в специ- 
ально выбранной системе координат. Удобно иметь 
более внутренние критерии для распознавания исче- 
зающих цепей или, точнее, их классов гомологий: 
пусть ( 


е(ИП5$!: П $5 П Ле 15) 
— класс гомологий исчезающей сферы, 
е(И, $10520... 0 $5) € HU, $:15$20 ... US) 
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— класс относительных гомологий исчезающей клетки, 
(0—5, USU ... U $») = H,(U — SU SU ... 25) 


— класс гомологий исчезающего цикла и т. д. 

Опишем сначала исчезающую сферу. Многообра- 
зие UNS: ... П$„ — это (n — т)-мерная комплекс- 
ная сфера; (п — т)-мерная «действительная» сфера 
является ее деформационным ретрактом !), а ее груп- 
па гомологий ÂHn-m(UNSiN ... П$».) — бесконечная 
циклическая группа, порожденная классом этой сферы. 

С другой стороны, можно показать, что в открытом 
множестве Ü все операторы границы д; и кограницы 
б; устанавливают изоморфизм соответствующих групп 
гомологий. Поэтому все эти группы гомологий яв- 
ляются бесконечными циклическими?) и порождаются 
соответствующими исчезающими классами, которые 
тем самым однозначно определяются по исчезающей 
сфере. Практически это означает, что если мы, к при- 
‘меру, построим такую компактную цепь множества (0, 
т-кратная сложная граница которой является исче- 
зающей сферой €, то эта цепь гомологична исчезаю- 
щей клетке е. 


24. Локализация. Формулы Пикара. 
Как следует из предположений п. |, для того чтобы 
изучить ветвление групп гомологий, т. е. узнать дейст- 


1) Если открытое множество ЦО достаточно хорошее, скажем 
шар, достаточно большой, чтобы в нем помещалась (п — т) -мер- 
ная «действительная» сфера. 

2) Лишь в двух особых случаях ситуация несколько меняется 
из-за нульмерных гомологий. 

Случай т=п: Ha(U—S; USQU ... U Sn) является свободной 
группой с двумя образующими | 


01°... оди@ И Ô,° ... оби’, 


где би б’еН. (0ИП$,:П $2... П 51) — классы двух точек, обра- 
зующих нульмерную сферу (15,0521... П$и; отметим, что 


е=@-— 6’ И ё=01° ... °0,@ — 01° .; 010: 
Случай m=n+il: Нь(0-5$:05$20... 0$и+1) является 
свободной группой с n + 1 образующими 


В ПО 
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вие фундаментальной группы ла (Т — L) на различные 
группы гомологий слоя Ÿ;, достаточно знать действие 
малой петли о, определенной в окрестности регуляр- 
ной точки u = L многообразия L комплексной кораз- 
мерности 1. Из п. 2.1 следует, что в случае общего по- 
ложения и является проекцией простой критической 
гочки а=5$;:П52[... NS,, соответствующей про- 
стому пинчу многообразий $1, Sous ..., Эти. Интуи- 
тивно ясно, что при этих условиях задачу можно лока- 
лизовать внутри слоя, т. €. решать ее внутри шара (0, 
содержащего точку пинча а. Более точно можно пока- 
зать, что если цикл Г является представителем 
класса И гомологий слоя, то в качестве представителя 
преобразованного класса x можно взять цикл Г’, 
отличающийся от цикла Г лишь внутри шара (0. 

Соответствие Г^-—> Г”—Г определяет, таким обра- 
зом, гомоморфизм, который мы обозначим Уаг (от 
слова вариация), групп гомологий Х в соответствую- 
щие группы гомологий И, например: 


Var: H,(X—S)—H,(U —S), 
Var: ;H,(X, S)— H,{U, S), 
или, более общим образом, 
Var: Ha(X — Зи... т 91,2... в) >> 
— H;(U — Sur ... Mo Si, Ds m}; 


впредь мы будем употреблять сокращенные обозна- 
чения 
ES Же. 
Е НН or be ET, D 
ii, dt, ii, à, 

Но в п. 2.3 мы показали, что все рассматриваемые 
группы гомологий в О циклические и порождаются 
соответствующими исчезающими цепями; следователь- 
но, вариации классов гомологий 


Ве Ниш (5152 П CP NS»), 
h= H,(X —-S), 
he H,(X, S), 

1,2... и = Ha(X — Защ... т S1,2... nu) 
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обязательно имеют вид (соответственно) 


(P) Varh= Ne, 
(P) Varh= №5, (Формулы 
(Р) \Уаг В = №, Пикара), 


(Р:. 2... и) Уагй, 2... и = Мао...» 


где М — целое число, зависящее от À (соответственно 
й, В, hR1,2...u), которое нужно определить. 


2.5. Формулы Лефшеца. Эти формулы выра- 
жают целые числа М, входящие в формулы Пикара. 
Например, формуле (Р) соответствует формула 


(п+1) (+2) 


(Г) N=(—) ©? (10). 


Чтобы понять интуитивно эту формулу, заметим, 
что индекс пересечения (е | #) показывает, сколько 
раз À пересекает исчезающую клетку €, ограниченную 
многообразиями Si, So, ..., эп, Т. е., если угодно, это 
есть коэффициент зацепления h с многообразиями 
а 4 Om 

Из аа (Г) легко выводятся формулы (L), (L), 
(Li, 2. 


(n—m+l) (n—m+2) 


(L) Net) : (elh). 


Чтобы доказать (L), положим À = Ô1 о... обий; 
операция кограницы, очевидно, коммутирует с Var, 
так что 


Уагё =6, о... од Уагй =д;: о... об „Ме = Në:; 


но по формуле (L) 


(n+1) (n+2) 


N=(-) Le {e|h), 
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откуда получаем (L), переставляя д и 09. Далее, 


(n—m+1) (n—m+2) 
в EM) = Но, 
где И=дно ... ° 0. 


Действительно, операция границы, очевидно, комму- 
тирует с Var, так что 


Уагй =дио ... од, Varh=0,,° ... од Ме = Ne, 
и остается только применить (L). Наконец, 


(n—u+1) (27-142) re Fr 
Е le 
где дв On ° SA о Oh, 2 .….u 


Доказательство предоставляется читателю |). 


2.6. Характер ветвления. Найдем для на- 
чала индексы пересечения исчезающих классов: со- 
гласно п. П. 7.4, 


(п—т) (п-т-1 
(ele) = 2 (—) ‚ если n—m+l нечетно, 


0, если n—m+Îl четно. 


Отсюда, применяя правило перестановки ди Ô (см. 
п. 1.2.3), получаем 


{е' ет |61, 2 Ее т 


(n—u+1) и-и+2) | 
2 
—1 2(-) ‚ если п-—т-! нечетно, 


0, если п— т + 1 четно, 


1) Отметим, что формулы Пикара—Лефшеца верны даже в 
особых случаях п. 2.3, когда рассуждения п. 2.4 не проходят. В слу- 
чае т=и-1, когда исчезающей сферы € не существует, усло- 
вимся, что соответствующий класс — нулевой; тогда вариации À 
и À, очевидно, равны нулю (так как € и ё=0), а вариация h равна 
нулю, поскольку N= (е|#) =0. 
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u+1° . °ù,e = 0,0 . ° 06 5... ne 


Таким образом, из формул Пикара — Лефшеца сле- 
дуют формулы 


QE 0. и 
(nu +1) (mu +2) 
LS: 22 2 Коди 2... та 
Кая а, (е |8 а»... в = 
=& 5. если п-— т- 1 нечетно, 
SE sn ца ФАИС И — MT] Tete, 


которые, впрочем, легко получить и непосредственно. 
Отсюда вытекают следующие утверждения: 

Если (n— т- 1) нечетно, то после двух оборотов 
вокруг Ё класс Й1,›...„ отображается в себя: 


В 5: =, (Во in Ма, ЕВ. в, 


‚в 
т. е. мы имеем ветвление типа квадратного корня. 

Если пт + |1 четно, то каждый новый оборот 
вокруг L добавляет к #1 2...ц ОДНО и то же кратное 
исчезающего класса: 


о, ани” h, Ne un TAN, Se 


Ш) 
т. €. мы имеем ветвление логарифмического типа. 


2.7. Инвариантные классы. Мы назовем 
инвариантным классом класс гомологий, который со- 
держит цикл, расположенный вне открытого мно- 
жества Ц; в силу п. 2.4 из инвариантности следует от- 
сутствие ветвления, т. е. ©, = À, но a priori инвари- 
антность — это более сильное свойство. 


2.8. Предложение. Для инвариантности класса 
1,2...u Необходимо и достаточно, чтобы индексы пе- 
ресечения fi, 2...u CO всеми элементами из 
Н» (0 — $1,2... и, Su+1...m) были равны нулю. 
Это предложение, которое доказывается с помощью 
двойственности Пуанкаре (п. 1.5,5), мы примем без 
доказательства. 
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2.9. Следствие!). Для инвариантности класса 
П1,›...в Необходимо и достаточно, чтобы индекс N в 
формуле (1.2...) был равен нулю. 

Действительно, как было показано в п. 2.3, 
Ha(U — Si,2...u Зи+т... т) ПОрождается |) исчезающим 
классом 6и+1...т Индекс пересечения которого с 
й1,›...в равен числу N из формулы Лефшеца (доста- 
точно переставить ди 0). 


2.10. Лемма. Пусть  hi,2...u — некоторый класс 
гомологий, 


herbe Qu быв 


(n—u+1)(n—-u+2) 


N=(—) 2 {e:2-u|f12...u), 
Если п т + 1 нечетно, то класс 


/ LOT = 
hs 2h Ио 
инвариантен. 

Эта лемма вытекает непосредственно из следствия 
2.9 и формулы для индекса пересечения исчезающих 
классов (п. 2.6). 


2.11. Доказательство формулы Пика- 
ра— Лефшеца в случае, когда n—m+l 
нечетно?). По лемме 2.10 


/ CE / 
Oh 2 FAT re hi, CE 


.. Ц” 
Учитывая, что 9,6. „= -—ё 2... Получаем 
Иа ое а Ре 
те 
20h, , ue 28, ou НМ, о. 


1) Это следствие неверно в особых случаях U=M=N и = 
=m=n+]. 

2) Доказательство в случае четного —mMm+1 мы здесь не при- 
Вводим. 
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деля последнее выражение на 2, получаем формулу 
Пикара — Лефшеца !). 


2.12. Доказательство формулы Пика- 
ра — Лефшеца в случае, когда и=0, т = 
= и +1. Мы хотим доказать, что если M = n + 1, то 
oh = À. Пусть 

(n+1) (+2) 


№=(-) 2? (ев. 
В силу двойственности 


я 
{е |ô, одоо со o 0,0 )= 
n(n+1l) п (п+1) 


-(—) 2 (00) -(-] 7, 


значит, класс 
, ее 
h =й + (—)" №, ° 80 85 0 8,0"? 


инвариантен (см. следствие 2.9). 
Но, очевидно, 


я | А 
©,61 о 05 о озо о Ô,0 us 91 о 65 о ... о ô,0,0" = 


TS 
= Oo po ... еб," 

откуда ®,й = À. 
_ Заметим, что при М = 0 класс h, хотя он и не раз- 
ветвляется, не является ичвариантным в смысле п. 2.7. 


3. Изучение некоторых особых точек «многообра- 
зий» Ландау. Формулы Пикара — Лефшеца позволяют 
в принципе полностью решить проблему ветвления. 
Действовать надо следующим образом. 

(1) Вычислить фундаментальную группу л((Т— Е, uo) 
и выбрать семейство порождающих ее простых петель 
(п. 2.1). | 


Scenes em 


1) Это деление Ha 2 законно, так как мы знаем (п. 2.4), что 
вариация À, 9. y является элементом свободной группы 


Нь (9-4 ... M Si, RTE и). 
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(ii) Вычислить группы гомологий слоя Ув, и вы- 
брать из элементов этих групп исчезающие классы, 
соответствующие каждой из простых петель: класс го- 
мологий À будет исчезающим для простой петли 
А = 0-'. ч.0, если 0:h является одним из определен- 
ных в I. 2.3 исчезающих классов. 

(11) Вычислить все индексы пересечения всех клас- 
сов гомологий, участвующих в задаче. 

(iv) После того как все эти вычисления проде- 
ланы, остается только применить формулы Пикара-— 
Лефшеца. 

За исключением нескольких простых случаев, оче- 
видно, что этот рецепт трудно выполним. Мы ограни- 
чимся в этом пункте изучением двух локальных моде- 
лей, интересных не только как иллюстрации, ибо мы 
решим в них проблему ветвления в окрестности осо- 
бой точки общего положения «многообразий» Лан- 
дау; будут изучаться особые точки двух типов (см. 
п. [У.5): 

1° точки истинного пересечения двух многообразий 
Ландау; 

2° точки возврата кривой Ландау. 

Мимоходом мы столкнемся с одним фактом, кото- 
рый заслуживает более глубокого изучения: четыре 
этапа предложенного выше способа не независимы, и, 
в частности, знание фундаментальной группы 
л (Т — L, №) дает заранее некоторые сведения об 
исчезающих классах и их пересечениях. 


Первая модель — истинное пересечение двух мно- 
гообразий Ландау. 


3.1. Мы рассматриваем два примыкающих страта 


А=$:П5$2П ... П$П$и- (@ $» 


1>т+! 


в=3:П 521... Пи - (| $, 


1>т 


и предполагаем, что все происходит в открытом 
множестве VE У (УП5,=0 для {> т- |) с такими 
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координатами (х1, Хо, ..., Хи, Lis №, ..., в), что 
51 (х, t) === 
ЕН [№ Научи} 
$2 (x, ) ==х,, 
бт (х, [) = Xm—1 
Sm+1 (x, ПД = xx. 


Воспользовавшись этими специальными  KOOPAHHA- 
тами, мы изучим ситуацию общего положения, опи- 
санную в гл. ТУ, п. 5.6, 


22 
l 
LA 
LB 
Рис. У. 4. 


Пример: т = 1 п= 2; 
$ = -|(х-&}-+2| (рис. У.3), 


So == №. 
Критические множества задаются уравнениями 
Du e. рее ei —— — —— 2 — 
сА = {(х, 1); x=x,= ... =x,=0, tt, —Ë= 0) 


сВ ={(x, ft): все хл=0, кроме хш, Xn=to, t1=0}, 
и многообразиями Ландау будут, таким образом, 
LA: Н-Б=0 и ГВ: В =0 (рис. У. 4). 


Положим L = LA U LB u предположим, чтобы упро- 
стить обозначения, что карта (В, 15, ..., la) шара 
W = x(V) отображает его на все пространство СЧ. 
Так как явно встречаются только координаты В и 
2, мы можем без ограничения общности положить 


4 =2, 
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3.2. Вычисление (И — L),. Проекция 
pr: (Н, 6)^> В превращает Я — [Г в расслоенное 
пространство с базой С — {0} и слоем 


рг-! (#) =С- {Ув} у {= VA) = < -{10{- 1. 


Расёмотрим в слое рг!(1) петли ©, ®’ с началом 
Шо = (1,0), изображенные на рис. V.6, и пусть у — 


[24 [5 
Рис. У.5. Плоскость Рис. V.6. Плоскость 
комплексного перемен- комплексного перемен- 

ного В (слой). ного Ё (база). 


петля с началом Uo, заданная соотношением 
у: To (И = et, 6 = 0) (рис. V.6). 


Петли а, и’, у лежат в И — [ и удовлетворяют соот- 
ношениям 


у: а: у-! = 0, у: в. у! =а 


(очевидным из геометрической интерпретации сопря- 
жения; см. п. 1.0). 

Простым техническим упражнением |) является до- 
казательство того, что ©, ©’, у порождают группу 
л1(Й — 2, ш) u he связаны никакими соотношениями, 
кроме двух указанных; иначе говоря, м1 (Й — L, uo) — 
это факторгруппа свободной (не абелевой) группы с 


образующими @, @’ ‘у по подгруппе, порожденной 


образующими у: а!‘ иф- а’. у! а- 12). 


3.3. Выбор простых петель. Петли а и а’, 
очевидно, простые, однако ‘у не простая (так как нуль, 
вокруг которого обходит ‘у, не является регулярной 


1) Здесь используется техника точной гомотопической после- 
довательности расслоения. € 

2) Еще проще — это факторгруппа свободной группы, натя- 
нутой на @, у, по подгруппе, порожденной V2 - & + y? + 1, 
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точкой L). Напротив, петли В = &-!'-y И =а/ ‘.у 
простые, как показывает схематический рис. У. 7. 
(Истолкование этого рисунка предо- 
ГА ставляется воображению читателя.) 
Но очевидные алгебраические рас- 
суждения показывают, что группа 
л1(Й — Д, ш) порождается простыми 
петлями а, ©’, В, В’, связанными соот- 


ношениями 
(aB) а. В=а”. В’ =В- а =В' + а. 
Pis V7 3.4. Описание некоторых 


исчезающих цепей (В, lo дей- 
ствительные; #1, f1 — 19 > 0). Сферы: 


х,..., Хи Действительные, 
ел 


$1 =... =5т = Sm+1i = 0; бд 


| Хх, see Ав Действительные, — 
ев 


$1 =... =5,=0. 


х,..., Xn Действительные, 
А 51, . оу $, >90; Sr 0: 


‚| хь..., Xn Действительные, 
°4 | 0 0: 
51, ..., Sn > ? Sm+1 > ) 
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X15 ce. Хи Действительные, 
е 
8 51 ...у т Be 0. 


Мы видим, что клетка ев есть объединение клеток ел 
H €}. 

Если ориентацию одной из предыдущих цепей вы- 
брать произвольно, то ориентация всех остальных 
однозначно определится из соотношений 


(A) ex = prop 0 + о дед = ди. ° до... о де”; 
(В) ев = дто к о 0ep; 
(АВ) e,=e,—e,. 


Заметим, что €, и €, должны входить в формулу 


(АВ) с противоположными знаками, иначе (А) и (В) 
будут несовместимы с тем фактом, что ев — цикл: 


3.5. Группы ГОМОЛОГИЙ. ат. 
... П Sm П $, — это (п— т— 1)-мерная комплекс- 
ная сфера, ‘так что ее (п— т — 1)-мерная группа го- 
мологий является бесконечной циклической и порож- 
дается классом ед. Аналогично (ИП$П... П $. 
‘есть (П— т)-мерная комплексная сфера, и ее 
(п — 7) -мерная группа гомологий порождается ев. 

Отсюда легко вывести !), что группа 
Н,(И,5: 0... Чат У Sr) — свободная абелева 
группа, натянутая на ел и ep = 

Аналогичным образом 2?) можно показать, что 
Н,(И—$:1... US О $т-1) — свободная абелева 
группа с двумя образующими ёл и ёв, где 

ёд=0, ° is обио бил, 

1) С помощью «точной гомологической последовательности». 

2) Речь идет о частном случае теоремы разложения (см. Фо- 
тиади, Фруассар, Ласку и Фам [1]), которая выводится из точной 
гомологической последовательности Лере. 


9 ©. Фам 
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в то время как êp — циклв (— $5,0... Ч $» 0 Su, 
гомологичный в (— $0... US, циклу Ô,o ..… 
... обтев; заметим, что мы таким образом опреде- 
лили класс ёв лишь с точностью до некоторого крат- 
ного ёд; геометрически этот произвол выражается в 
различных способах, которыми цикл 61 о... общев 
можно сдвинуть с многообразия Зи. 


3.6. Применение формул Пикара — Леф- 
шеца!). Действие простой петли A(A = «, а’, В, В”} 
на класс # + H,(X — $) задается формулой Пикара-— 
Лефшеца 

(n+1) (+2) 


Ah = h + М, 6); М) = (—) 2 (e, |), 


где &, — класс из Н„(Х— 5) (инъективный образ 
класса из H,(U—S)), а индекс пересечения №, зави- 
сит лишь от класса исчезающей клетки ex в Н‚ (0, 5$). 

Легко определить, какая из клеток п. 3.4 является 
исчезающей для петли À; находим 


= sr De a РЕ 
Ca — Ex Er — C2 @, — Ep — Ep: 


Из соотношения (АВ) следует, что 
(№) М = Му = No — Ма. 


С другой стороны, сфера ед (соотв. ев) является 
исчезающей для а, и’ (соотв. В, В’), так что 


Es =ё„=ёл, - 

а 2, (и êy) = €, с точностью до некоторого кратного 6 4. 
Всегда можно выбрать &, = & и тогда Êg = 6, + VE 4 

где у — целое число, которое мы определим ниже. 


1) Мы рассмотрим здесь лишь ветвление гомологий H n (X—S), 
оставляя изучение остальных гомологий читателю в качестве 
упражнения. 
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Применяя два раза формулу Пикара—Лефшеца, 
получаем 


(п+1) (n+2) 
Во. = ой + (—) *  (elañ)ë = 
(n+1) (n+2) 
=й+(-) [< В) +ée,|ñ+ Уд), = 


(n+1) (n+2) 


RENE; EN FIXE? №, (ев |2л)ёв; 
но из правила перестановки д и 6 следует, что 


(ев |д) = (0|ед) = 0 


of 


№ 
ев 
mil Ce 

0 ел 

и, значит, 
A = f + Мёд + Мвёв- 

Аналогично 
Bah=h+N&,+N ‚(Ев + VE) = 


= + (М, + УМ, 8 + Noëge 


Приравнивая эти два выражения в соответствии с 
(ab) и учитывая (№), мы получаем 


=. | 


Упражнение. Используя соотношения (&В), по- 
казать, что _ 
п (п) 


(ед[ёв) =(—) ? 


9* 
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и что 
п (В+ 1) 


e’ | à F(—) ? при nm 
( A LE -| (=) P нечетном 
(чтобы. получить последнее соотношение, используйте 
формулы для индекса пересечения из п. 2.6). 

Вторая модель: точка возврата кривой Ландац. 


3.7. Пусть А есть А-мерное (k > 2) комплексное 
аналитическое многообразие '), п: À? —» Т — аналити- 
ческое отображение А* на двумерное комплексное 


#2 


четном, 


Рис. У. 8. 


аналитическое многообразие. Ситуацию общего поло- 
жения, возникающую в окрестности точки возврата, 
можно описать локальной моделью 
TL. (Е, 82, т +4 ых (11, Lo), 
li LE 1 
мА 2 
ВЕРЕ... HE 
Критическим множеством является «парабола» 


сА* — [&: З8—Б=0, EE... =& =0}, 


которая проектируется в кривую Ландау, заданную 
параметрически уравнениями 


ПЕ =ЗВ, = -— 28 
= {8 44-276 = 0) (рис. У. 8). 


1) Предположение (которое мы делали до сих пор) о том, что 
многообразие А* является стратом некоего большего многообра- 
зия, не добавило бы ничего существенного. 


т. е. 
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3.8. Вычисление фундаментальной 
группы л, (Й — L,uo). Примем за начальную точку 


Рис. V.9. График отображения л: А2->Т («сборках Уитни 
(Уитни [2])). 


ш = (1,0), и пусть À, и — простые петли, каждая из 
которых соответствует одной из двух действительных 
ветвей кривой Ландау (рис. У. 10). 
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Предложение. Группа m(W— L,uos) порож- 
дается À и и, связанными соотношением 


(Au) Au-A=p: A. 


Интересно получить это соотношение, используя мно- 
гообразие 4?, изображенное на рис. У.9. Здесь 


l2 
L 
À 
Мо Ё, 
4 
Рис. У. 10. Рис. У. 11 


А*—л 1 (Г) является трехлиетным накрытием !) над 


Ho n°! (L) задается уравнением 
48 (| — 270 (&) =48—27 (8 — Е)? == 
== (36 — 6.) (45, — 38) =0, 


т, е. дл! ([) является объединением двух парабол, ка- 
сающихся друг друга (одна из них, очевидно, совпа- 
дает с с4?). 

Как и в п. 3.3, фундаментальная группа 
п: (А? —л!(Ё), а): [где a = (& =1 &=0)] порож- 
дается простыми петлями @, а’, В, В’ (рис. У. 11), свя- 
занными соотношениями 


(08) а. В=а’. В’ =В-а fa. 


1) To есть расслоением с дискретным слоем, состоящим из 
трех точек. 
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Проекция л индуцирует гомоморфизм фундамен- 
тальных групп 


л.: п (42*—л 1(Г), а) > (И -И, uw); 


п, 
ñ,0” ds u?, 
л.В =А в), 
nf =u "Au. 


Два первых соотношения становятся очевидными, 
если вспомнить, что петли и, &’ обходят вокруг квад- 
ратичных критических точек проекции л; что же ка- 


Рис. У. 19. 


сается двух последних соотношений, то читатель, обла- 
дающий минимумом воображения, усмотрит их из 
рис. V.12. 

Соотношения (Ли) следуют из соотношений (&В). 
Доказательство того, что @& и в порождают 
rt: (Й — РД, 10) и не связаны никакими другими соотно- 
шениями, кроме соотношения (Ли), снова является 
простым техническим упражнением |). 


| 
3.9. Гомологии слоя. Пусть SF = n ‘Ч 
слой многообразия А*, Легко видеть?), что для всех 


1) По-прежнему благодаря точной гомотопической последо- 
вательности расслоения. 
?) Если выбрать точку # = (0, №), то 


5—2 (> №...) ++... +86). 


что является частным случаем ситуации, изученной в статье 
Фама [1]. : | 
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t & L группа Нь- ($7 ”)— свободная абелева группа 
с двумя образующими. В точке wo = (1,0), где 
Si, Е» ..., 8%): 8 (Е) = 

= 8, (& — 1) (+ ЕЕ és 8 = 0}, 


в качестве этих образующих можно выбрать сферы 
(рис. У. 13) 


Е действительное, —1 < & < 0, 


En À Е, ..., & Чисто мнимые, 
s(#)=0, 
& действительное, 0 LE 1, 
En | Ёз,..., 6e Действительные, 
5 (Е) =0. 


Эти сферы являются исчезающими соответственно 
для петель À и и. Они трансверсально пересекаются в 


Рис. У. 13. 


единственной точке (начале координат), и если их 
ориентировать в начале координат при помощи 
ориентирующих реперов (ImOËs, ..., О&) и 
(РеОЕ., ..., ReOËz:) соответственно, то их индекс пе- 
ресечения будет равен 

(kR— 1) (k—2) 


(e, lex) =(—) - 
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3.10. Использование формул Пикара— 
Лефшеца. Ветвление класса А = Hy_2(S*2) задает- 
ся формулами Пикара — Лефшеца 

k (#1) 
А.П = й + Ne, №, = (—) не {e, | h); 
Е (k—1) 


a 


ре Мен: М-Н. 


Упражнение. С помощью формул Пикара— 
Лефшеца и соотношения ЛА = ила показать, что ин- 
декс пересечения (e,|e1) = ==1; показать, что если 
ориентация выбрана, как в п. 3.9, то 


(QAuA), В = (pu), h = В (М, — М, ге МС LES Eu 


И 
Qur )в=В+ (М, — М, (er — en). 


Глава У! 


АНАЛИТИЧНОСТЬ ИНТЕГРАЛА, ЗАВИСЯЩЕГО- 
ОТ ПАРАМЕТРА 


В этой главе изучаются интегралы вида 


(0) 1O= [ee 
Г 


где Г— компактная цепь комплексного аналитиче- 
ского многообразия À, ф; — дифференциальная форма 
(вообще говоря с особенностями) на À, голоморфно 
зависящая от параметра t (tET, Т — комплексное ана- 
литическое многообразие). В п. |1 мы покажем, что 
при некоторых условиях функция J({) остается голо- 
морфной до тех пор, пока цепь Г допускает некоторые 
непрерывные деформации; при этих деформациях OCO- 
бую роль будут играть некоторые подмногообразия $ 
многообразия À, а именно подмногообразия, которые 
должны будут ограничивать цепь Г, и подмногообра- 
зия, которых цепь Г должна будет «избегать» (oco- 
бенности формы $:). Существование объемлющей изо- 
топии 5 в Х (п. ПУ.Г) гарантирует одновременно. 
возможность такой деформации Г и голоморфность 
функции /(Р. Таким образом, J(f) может иметь oco- 
бенности лишь на «многообразиях» Ландау, опреде- 
ленных в главе IV (п. 5). 

В п. 2 мы подробно изучим характер особенности 
на таком «многообразии» Ландау L. 


1. Голоморфность интеграла, зависящего от пара- 
метра. Начнем с двух очевидных лемм, в которых мно- 
гообразие Х можно считать просто дифференцируе- 
мым, а не комплексным аналитическим. 


1.1. Лемма. Предположение: форма фь, го- 
ломорфно зависящая от 1, остается регулярной в окре- 
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стности носителя Г, когда Ё меняется в окрестности 
точки К ЕТ. 


Заключение: /({) голоморфна в точке to. 


Доказательство. Дифференцируя под зна- 
KOM É убеждаемся в TOM, что выражение (0) беско- 


нечно дифференцируемо по координатам (Г) и что его 
дифференциал по комплексно сопряженным координа- 
там (ГР) равен нулю. 


1.2. Лемма. Густь теперь цепь Г непрерывно из- 
меняется в зависимости OT & а предположения лем- 
мы 1.1 усилены следующим образом: 

1°. Г(2) — цикл; 

2°. ф; регулярна и замкнута в окрестности Ц((1 но- 
сителя Г(Ь Vte W, И — открытое подмножество Т. 

Тогда 1 (1) голоморфна в И. 


Доказательство. Из замкнутости ф; следует, 
что интеграл зависит лишь от класса гомологий 
h;(U(t)) цикла T(#). | 

Но так как Г(Г) меняется непрерывно, очевидно, 
что при Г, достаточно близких к ЁЬ цикл Г(Ё) гомоло- 
гичен Г(Р) в О(Ё): 


Г() ей, (0 (Г)). 
Значит, 7(Ё)= Г и из леммы 1.1 получаем, что 


T'(#) 
функция J(f) голоморфна в точке é. 


1.3. Замечание. В лемме 1.2, очевидно, можно 
считать, что Г(1) — относительный цикл по модулю 
подмногообразия $, если предположить дополни- 
тельно, UTO ps | $ = 0. 


1.4. Начиная с этого места, предполагается, что 
‚А — комплексное аналитическое многообразие. Пусть 
5, < À — замкнутое комплексное аналитическое под- 
многообразие комплексной коразмерности |, аналити- 
чески зависящее от Г (т. е. его локальные уравнения 
аналитичны по ®. 
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Пусть, далее, ф, — дифференциальная форма, го- 
ломорфно зависящая от & регулярная и замкнутая в 
À — $ь а в; — форма на $, принадлежащая классу- 
вычету Qi: 

wo, = Resp] [11]. 


Тогда, если у(Р) — цикл $ (№, непрерывно зависящий 
OT {, то функция 


Е [о 


У (2) 


голоморфна. Действительно, по теореме о вычетах 


9= |940, 
бу (р 


и мы оказываемся в условиях леммы 1.2, где 
ИК = Х—5.. 


1.5. В замечании 1.3 мы коснулись случая, когда 
Г(Г) — относительный цикл À по модулю фиксирован- 
ного подмногообразия. Займемся теперь случаем, 
когда это подмногообразие аналитически зависит 
OT Г. 

Пусть $; < À — замкнутое комплексное аналитиче- 
ское подмногообразие коразмерности |, аналитически 
зависящее OT f, Г(Р) — относительный цикл (X,S;), не- 
прерывно меняющийся вместе с Ё ф; — такая замкну- 
тая и регулярная на Х дифференциальная форма, что 
ф:| 5: =0 (так будет, например, в случае произволь- 
ной голоморфной формы максимальной степени). 

Предположим, кроме того, что 

(ф1) $: локально в окрестности всякой точки 
y &S; выражается в виде 


фг(х) = [5% (x, 1) у, (x), 


где G&y(X) — не зависящая от Е дифференциальная 
форма, определенная в окрестности точки у, а 2 0 — 
целое число, а Sy(X,{)— локальное уравнение $; 
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в окрестности у, причем предполагается, что оно удов- 
летворяет следующим условиям |): 


1 Osy (x, 1) 
(p2) AC) dr не зависит от и; 
dsy (х, t) 
(p3) Ten НИЕ зависит OT { (здесь d— 


дифференциал при постоянном [). 

При а > 0 условия (p2) и ($3) следуют из (pl). 
Действительно, (ф2) следует в этом случае из равен- 
ства 


дф; a 05, 
д 59 В 
у 
а (ФЗ) — из равенства 


à dsy (x, t) 
0 = dp,(x) = [5, (x, t)] Ё RATE À ®, (x) + do, (x)| 5 


Предложение 1.6. Если выполнены условия 
п. 1.5, то функция. 


J(t) = | P4 
Г (5 
голоморфна. 


Доказательство. Интеграл зависит лишь от 
класса относительных гомологий Й..(Х, S;) относитель- 
ного цикла [(f). Пусть у(В = OT(é). 

Построим, как 8 n. 111.2.2, трубчатую окрестность У 
многообразия $, и ретракцию ип: У > 5$ь 

При ye Si; и Ё достаточно близком к fo, $, пере- 
секает диск u=!(y) в единственной точке х(и, #); когда 
y пробегает цикл у(№), геодезическая ух,, соединяю- 
-щая усх(у, №, заметает цепь Г,„, часть границы ко- 
торой, лежащая в $, совпадает с —Y(/0); очевидно, 
Г (Ю) + Г А, (Х, Si) и 


T (6) = | фё + [ œ. 
г (4) Г 


1) Отметим, что (ф2) выполняется, если $(х, {) — глобальное 
уравнение, а (ФЗ) — если @ есть голоморфная форма максималь- 
ной степени. 
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Первый интеграл голоморфен вследствие леммы 1.1. 
Чтобы Е второй интеграл, заметим, что 


функция п т ‚ не зависящая OT и в силу ($2), яв- 


ляется м т. на диске u-l(y) с разрезом yxi. 
Скачок этой аа на разрезе равен 2л{; отсюда 


(2) 
1 = ый (a st) - 


где цикл Аз, получается из цепи ls, если разрез ух; 
заменить обходом вокруг обеих сторон этого разреза 


Рис. \У1.1. 


(рис. УТ. 1). Ввиду того что подинтегральная форма 
t 
(in Le ) < замкнута [это следует из (p3)], цикл Ав, 
у 


можно заменить гомологичным циклом ÔyY(fo) и голо- 


морфность полученного интеграла следует из лем- 
мы 1.1. 


1.7. В дальнейшем вместо одного. подмногообра- 
зия S мы будем рассматривать семейство комплекс- 
ных аналитических подмногообразий {S1r, Sos, ..., St} 
коразмерности |, находящихся в общем положении и 
аналитически зависящих OT [. 

Точно так же, как в п. 1.4, можно показать, что 
если Ps — дифференциальная форма, голоморфно 
зависящая от 1 регулярная и замкнутая в 
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Х— ($11... И Sm): и имеющая на ($:П ... NS»); 
сложный вычет 
©: € Кез" [p:], 
а у(Й —цикл на ($,П...П$т)ь непрерывно завися- 
щий от f, то функция 
(В = | ©; 
у (9 

голоморфна. Предложение 1.6 также можно обобщить 
следующим образом: 


1.8. Предложение. Пусть Г(Р)— непрерыв- 
но зависящий от {1 относительный цикл на 
(Х, ($: 0... U $м):), gs: — такая регулярная и зам- 
кнутая на Х дифференциальная форма, что ф/$и = 
=0(1=1,2,..., т). Кроме того, предположим, что 

(ol) в окрестности каждой точки 


уе (Si, П PE NS:,), (Gr RE CE, 2: Re т}) 
+ лОКально выражается в виде 


«®= По {s,(4, Чо, (x), 


=, À, 
где ®,(х)— не зависящая от { дифференциальная фор- 
ма, определенная в окрестности у, ои, Oo, ..., Eu — 


целые числа Z 0, а S;y(X,{)— локальные уравнения 
многообразий $; в окрестности у, удовлетворяющие 
дополнительным условиям 


1 ÔSiy = 
(p2) — не зависит OT y, 
dSiy 
(ФЗ) < Лоу не зависит от #. 
19 


Тогда функция Т(Ё = | ф; голоморфна. 
T'(#) | 
Доказательство. Предположим сначала, что 


т мт 
м 


а функция $, (х, Г) зависит лишь от КЭ (1=1,2,...,т). 
В этом случае, точно так же, как в предложении 1.8, 
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доказывается голоморфность функции J(f) по каждой 
из переменных К", ..., К”) отдельно, откуда (по тео- 
реме Хартогса) следует ее голоморфность по &. 
Общий случай можно свести к предыдущему, уве- 
личивая многообразие параметров, т. е. погружая Т 
В Жо. X T при помощи диагонального OTO- 


т раз 
бражения 


ЕЕ. В. 


2. Особенность интеграла, зависящего от парамет- 
ра. Используя результаты гл. V (п. 2), мы можем 
оценить в регулярной точке ие L, соответствующей 
простому пинчу, особую часть интеграла, взятого, по 
циклу 


Г. 2...д ЕЙ. 2... Е Hn(X Эр... т, 91 о... и) 


{используются обозначения п. V.2). 
Изучаемый интеграл записывается в виде 


(2.0) = 


р, 4 
Æ Î 
5 | П [— $1 (x, t)] у. 
(— a;)! m : 
й г а, 
É Xs. СА ] 1 [| [s, (x, t)] Г. 
k=u+I 
где © = {%1, 92, ..., Om} — набор целых чисел ой, ... 
.., Au < 0, ара, ..., @т > 0; той же буквой а мы бу- 
т 


дем обозначать также целое число а = D}; ®—го- 


i=1 
ломорфная дифференциальная форма Ha À степени 
п(п = ах), не зависящая от f, $;(х, #) (i = 1,2, ... 
., т) — уравнения многообразий $;; чтобы упро- 
стить обозначения, мы предположим, что эти уравне- 
ния глобальны. В более общем случае можно предпо- 
ложить, что как $;(х, Г), так и дифференциальная 
форма © зависят от рассматриваемой карты (все под- 
_ интегральное выражение от нее не зависит); но тогда 
чтобы обеспечить аналитичность J,({) вне «многооб- 
разия» Ландау, следует ввести те же ограничения, 
что и вп. 1 (см. предложение 1.8). 


2.1. Пусть /(f) — локальное уравнение «многообра- 
sua» Ландау L в окрестности точки u = L. Гогда в 
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@KPeCTHOCTU точки и функцию Т.(Р) можно предста- 
вить в виде 
(2.1’) п т— 1 нечетно: 


N (29) ТА Il (м. 
i=] 
LOST Gt tou 


п+т-—1 


[а 2? | 
хм (1 +o())+fi.h, 
п+т-1 


(2.1”) n+m—Î1l четно и > 20: 


т 
N Qi)" А (-19* 
is] 


Ja) 5: (Чт TR 1)! ... (ат — 1)! X 
п+т-1 _ 
2 
x OL Ш +0) +В; 
ee. 


(2.1) n+m—I1l четно и < 20: 


Ga TA TT Ca 


i=] | 
(0=-М (а — 1)! ... (am — 1! х 
(a - 5 — -1): 
X = seal PO ENIMIM XLR в 


a 
[—1(#)] : 
кроме того, в двух частных случаях имеем 


(2H) y=m=n+tl: J,(t) голоморфна; 
(21У) m=n+l,;n=0: J,(f) имеет полюс, 


п-+1 
Qni) А | A; 
1 


У. В и [=] 
(6) À ) (a —1)!... (аи. — 1)! ée 
Е И 


во 


10 $. Фам 
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Во всех этих формулах Î.h. означает функцию, голо- 
морфную в точке и, а о(1) — голоморфную функцию, 
обращающуюся в нуль в точке и; N — индекс пересе- 
чения, который дается формулой Лефшеца, À; — коэф- 
фициенты разложения дифференциальной формы л*41 
(т. е. dl как формы на 7) в точке пинча а: 


т 
(2.2) л 41 = У Маз, 
1—1 
(существование такого разложения следует из того, 
что n*dl|S:1... NS» обращается в нуль в критической 
точке а). Наконец, А задано формулой 
НТ 


2л 2 | 
(2.3) À = rc à 
где о — коэффициент в точке а дифференциальной 
формы 
o A dt A dt À ... A dt, =p dy; Ларл... À dy,, 
а D— детерминант матрицы М”, которая получается, 


если вычеркнуть одну из т последних строчек и соот- 
ветствующий столбец квадратной матрицы 


ЕР. р |= Ч е=Ь..., т 
0 + 3. Ps: д, ôs; 
ду, dy; ane ду; dy; ду ду, 
Е =] ВЕ 
0 
[=] ds: 
: OU 
т ;. 


Из соотношения (2.2) следует, что детерминант D 
не зависит от того, какая именно строка вычерки- 
вается. Из того же соотношения получаем, что левый 
верхний блок матрицы М является тензором относи- 

ОЕ, 0$, 

у k 
тельно координат у. С другой стороны, = и Fe 
Î Î 
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векторы относительно тех же координат, так что УР 
меняется как элемент объема пространства У, т. е. как 
коэффициент р. Таким образом, коэффициент А из 
формулы (2.3) является скаляром относительно ко- 
ординат у, как, впрочем, и относительно координат &, 
что нетрудно проверить. Можно также проверить, что 
выражения (2.1) инвариантны относительно замен ло- 
кального уравнения /(f) «многообразия» Ландау. 


24. Вычисление коэффициента А. Выбе- 
рем координаты (ут, Yo, ..., Ур), (№, Le, ..., la) таким 
образом, что 


$1 (у) =, S(Y)=Y» ..., 5т(У) =уп, КЬ=Ы, 
а проекция л: У -»Т записывается в виде 


й = Ку), 2 = Упю, ...› 14 — Ур (р = + 9). 
При этом матрица М будет иметь вид 


РЕ гк (4-0, ты. бе Пе. ВЕ 
| À À .. 
(т) 2 р р я 
ыы Jet or |9 
i= | 5 92] 
: Of: OË; 0 
у ns ec к ия : es () 3 
и | ! 
À: 2 | 0 
an 0 | | 
и! 0 
м у 
10 He 
Ÿ 
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где 
Е = Ym+1 Со = Ут, +. Er = Утуг (=n-m+l). 
Таким образом, 


921 
та. ИУ |. 


Заметим, что Ё&1, &, ..., & Можно интерпретировать 
как координаты на многообразии 


($11521... Пби), =YiNSINSIN ... NS», 


где У, — подмногообразие У, трансверсальное к L [в 
рассматриваемых координатах Ÿ =У| (6 ==... 


= =0)]. Значит, det ОЕ совпадает с гес- 
снаном ограничения на ($:П52П...П$„), функции / 


(обозначается Hess, 1), а условие простого пинча экви- 


валентно тому, что D не обращается в нуль. Вычис- 
лим теперь коэффициент 0; по определению это коэф- 
Фициент дифференциальной формы 


{© Л dl), =(o Л dil)|Y1= 
= p ds, À re Л ds, À d£, A a Л dE,, 


ых 2. ( ) 
ола), 
PR ere т: = 
(2.5) ая Л... Л dSm ($11 5. П ... П $), 
= p dE, À ... Л dé, 
Окончательно 
n—-m+1 
2 
(2.6) À LS Я в | , 


Ado... An V'Hess, 1 
где р определяется из (2.5). 

Выражение (2.6) интересно тем, что в двух слу- 
чаях т=пи тТ=Пп-| оно становится очень про- 
стым. 

Случай т=п- 1: г=0, Hess [=1; в слое Ух 
можно вычислить скаляр 

O 


PS du A ne À de (51... П5д)и 
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В этом случае (2.5) записывается в виде 
+ (= À dl), | 
481 Л... À dsn+r (SN П $ П Soi), 
T. €. в силу (2.2) 
р=А-+—. 
n+] 


Таким образом, 


В лы. eh 


: = 971. 
Случай т=п:г=1, Hess [= =, Координату Е 


3 +] 
можно выбрать так, чтобы [, -5, т. e.-Hess {= 1, 
в слое У, при {, близких к и, { & L, многообразия S;;, 


Sat, ..., эл, Находятся в общем положении, и поэтому 
можно вычислить скаляр 
= O 
г МАЕ АЕ : 
DA À din (sn. 151), 


Тогда в точке { мы получаем равенства 
п п 
@= 2 А, 45, +41, = У ^, 43, +Е ЧЕ, 
= | i=] 
(o À di), =0o;ds; À ... À ds, À E dE 
и, следовательно, 
о = Ито. 
tu 
Таким образом, 


(23) Ах 


À... Ап 


V2® © 
Le НЕ 210) ая À .. 


нь (SA. NS) 


2.9. Знак выражений (2.1). Знаки некоторых 
величин, входящих в выражения (2.1), не определены: 
знак V1 (К, когда п + т — 1 нечетно; знак №, завися- 
щий от ориентации исчезающего класса; знак А, в вы- 
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ражение которого входит |) Hess, Г [см. (2.6)]. Уточ- 
ним правило выбора этих знаков. Рассмотрим значе- 
ние {, при котором l(f)>0, и положим У1(#>0, а 
знак VA определим при помощи следующего предло- 
жения (см. Лере [2, п. 22]): 

Многообразие (SiNS2N...NS»), содержит ориен- 
тированный шар с ориентированной границей — исче- 
зающей сферой e(SiNSoN ... NS): на котором 
У Hess, [4 Л dé, À ... Л 4Е задает положительную 


меру. 


2.10. Доказательство формул (2.1) (Ж. Ле- 
ре). Как и при доказательстве предложения 1.8, удоб- 
но предположить, что 


Fa ТТ CT 


а каждое $; зависит лишь OT К е= Т®, причем зависи- 
мость от К действительно имеет место. Более того, в 
окрестности точки и на каждом из Т® мы зададим та- 
кую аффинную структуру, что $:(х, КО) будет линей- 
ной функцией от К для хе U. Однородным полино- 
mom степени В, где В = {f1, В», ..., Вт} (В: > 0 — це- 


т 
лые)!), назовем произведение Рв (t} = П РВ, (49) 
us 
однородных полиномов РВ, (49) степени В;. Из поли- 
номов такого типа нам встретятся полиномы Р‚ (+) 
OT операторов дифференцирования и выражения 


т 
OS; : 

[| Рв, Cv) (сокращенно Рв($)), причем в силу ус- 

i=1 

ловия линейности Рв($) есть функция, зависящая лишь 

от х (при хеО), и предполагается, что в открытом 

множестве И она не обращается в нуль. 


т 
1) Буквой В будем обозначать также целое число Хх Bi. 
i=] 
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Первый шаг: построение вспомогательных функ- 


À Q 

ций. Пусть К, y = D — Рациональная функция — OT- 
у 

ношение двух однородных полиномов степеней В и у. 

Предполагая для определенности, что 


B; — V1 KO (j= 1, 2, ..) v), 
B—-Y;>0  (j=v+1,..., мт), 


ПОЛОЖИМ 


210 „= | 


ev+l...m 


где о, так же как и © в формуле (2.0), есть некоторая 
голоморфная форма степени п, не зависящая OT f, ко- 
торую мы определим позднее. Для всякого однород- 
ного полинома Р справедлива формула дифференци- 
рования !) 


(2.12) | P (5) ie () = jp). | 


Оценим j,(f). Очевидно, 


й@)= Гр mes €, 


e 


где р’— коэффициент формы в’ = p’dx1 Л... Л dx», 
вычисленный в точке пинча а; тезе, т. е. меру исче- 
зающей клетки €, легко вычислить в системе локаль- 
ных координат из п. У. 2.1. Действительно, это объем, 


1) Эту формулу мы приводим без доказательства; ее легко 
получить, последовательно применяя формулы дифференцирова- 
ния (10.5) и (10.6) из работы Лере [1]. 
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заметаемый исчезающей клеткой е” при возрастании 
[ от нуля, т. е. (prim — первообразная 


mes е = prim mes е" = (prim) пез е”"- "=... 
: —1 
... =(prim)" mese?::”; 
но mese?:"—3To объем шара радиуса Уй в 
(п— т + П-мерном пространстве, равный 


n—-m+il n—-m+]l 
и“ р 


о. ЗЕ 


2 


так что 
n-m+l n+m—I1 


че 


- Пезе = 
и 


2 


Значит, в рассматриваемых координатах 


n-m+l. n+m—Il 
CE, ——ы—ы—ы—- 


2 2 
л о’|Ё | 
DE) = — "°° — 
n+m—lÎl 
г( FES | 


и соответственно в произвольных координатах 


п-т-1 


(2.13) RO fan (+20) 


n+m—l 
(14 


где А’ определяется выражением (2.3), в котором & 
следует заменить на в’. 
п+т-—1 


2.14. Лемма. Функция Îr : (Е) РУ < аб 


ломорфна в точке и. 
Это утверждение достаточно доказать при В = 0; 
_ переход к общему случаю осуществляется с помощью 


1) Отметим, что эта формула справедлива также в случае 
m=n+]. 
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формулы дифференцирования (2.12). Но 


Îr, (0 (Це =) Rat 90 


i=1 
п+т-—1 
и, как нам известно, шезе< сопз{ -|1(1| ? ; по- 
скольку, очевидно, [54| < const - |[(Ё |, из этого выте- 
кает, что 


Е 
У-+ р) 


Lie. , (1) | < const . [1 (#) | = 


n+m—I 
т. е. функция ir ДО * ограничена по 


модулю; с другой стороны, она однозначна, так как 


`нечетном, 
oe={+e при И+т-—1 
четном 
(см. п. У. 2.6), и, следовательно (по теореме Римана), 
она голоморфна. 


2.15. Лемма. Если n + т—1 четно, то Îrs, ‚(В 


голоморфна. | 
Действительно, в этом случае все исчезающие клас- 

сы инвариантны в смысле п. У. 2.7, что позволяет при- 

менить лемму 1.2. 

_ Докажем, кроме того, что, за исключением случаев, 

когда n + т— | — четное число < 2(В— у), справед- 

лива формула 


(2.16) PAR {= 


А’ И el Кв, y ($). tmp, 
КИ 2 ЗЕЕ 


а. 


Действительно, по формуле. дифференцирования 
(2.12) имеем j(t)=Q, = о, (1), так что, интегри- 


11 ®. Фам 
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руя (2.13), мы получаем с учетом леммы 2.14 


п+т-1 + 
“(Ц хх" LE] À 
im] 


la, © = (+0). 


Qu (OT (1 + ER + y) 


Применяя к полученному выражению дифференциаль- 
ный оператор (в 5;|» Получаем (2.16), за исключе- 


нием случая четного п + т— | < 2(B—"Y), когда сте- 
пень старшего члена обращается в нуль после не- 
скольких дифференцирований. 


Второй шаг: сравнение изучаемого интеграла с 


+ 
вспомогательными функциями. Положим R = a. где 
Q* — однородный полином степени 
(0, 0 .….. 0, ол, ...у Em) ; 
О- — однородный полином степени 
(— 1, ..., —@» 0, ..., 0), 


и выберем в качестве формы &, входящей в опреде- 
ление вспомогательных функций первого шага, форму 


Г ——" 
R(—$)" 
Тогда по теореме о вычетах 


er ЕВ и = Es 
men | Re rer 


er... u+1 


_ (ар ПЕ... (am—1)l (3) о 
г не | (II (SE er ат 
У и+1 


2.17. Теорема. При нечетном n — т + 1 функция 
№ Guy 
ROLE =D. ЕО 
голоморфна в точке и. 
Действительно, класс 2h, 2... и + М6, 2...u Инвари- 


антен (см. лемму \У.2.10). Формула (2. у следует u3 
этой теоремы и формулы (2.16). 
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2.18. Займемся теперь случаем, когда п+т—! 
четно. Можно считать, что цикл Г › _„› По которому 


ведется интегрирование, пересекает сферу Ц (границу 
шара О) трансверсально. Это приводит к разложению 


— 


TT IT 
Fio:u= Tio..u+' Tien 


П П 
0 х-0 


Можно показать, что в И — Зи+и...т цепь ’Гро... в ro- 
мологична по модулю И |] $1,2... Цепи №1 °... 


. обиуе+!.- т, где ун+!---т — цепь в с 
границей Si, 2... и; при обходе /(f) вокруг нуля цепь 
у"+!... т меняется непрерывно и ее мера остается 
ограниченной, если [(Р) делает вокруг нуля конечное 
число оборотов. 


2.19. Лемма. Пусть Р — однородный полином сте- 
пени (0,..., 0, м. — 1, ..., бт— 1). Функция 


1 LE EVE 
RO res P (or) Х 


RE 
* Г be 


голоморфна в точке и. 


Действительно, в дифференциальный оператор 


Р(--) входят лишь —— 7 (Е =в-1,..., т), поэтому 
переменные К? (] = г à ..., Ц), а значит, и соответ- 


ствующие многообразия $; можно считать фиксиро- 
ванными. Из результатов п. | следует в этом случае, 
что интеграл по ”Г!,2... в голоморфен, т. е. функция 


и x ее, | 
ef HE 


Liga Î=1 и+1 : m 


2° 
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голоморфна. Чтобы убедиться в том, что это и есть 
функция из леммы 2.19, достаточно, как и при доказа- 
тельстве леммы 1.2, заметить, что при малом измене- 
нии { цепь ‘li,2...u можно выбрать не зависящей OT É, 
что позволяет дифференцировать под знаком инте- 
грала. 


2.201). Справедливо тождество 


Me - 
Г 


и, 
= [HS À © я 
| г j= (EME но 
FES 
+ (Qu) EN RS et 
al nr En Il (—а,)! 
где Г — цель на 0, пересекающая Зил, ..., Sm транс-_ 


версально (рис. VI.2). Действительно, п. 2.18 можно 
переформулировать так: 


ПТ, 2... = Nôisro ... об Г 
+ цепь на S1,2...u + некоторая граница, 


где =Г -- некоторая цепь в И — $41... т; а индекс € 
над Ô означает радиус трубчатой окрестности, с по- 
мощью которой определяется кограница 6. Ненулевые 
интегралы соответствуют лишь первым двум членам 
этой суммы; при = — 0 интеграл по первому члену счи- 
тается с помощью вычетов (при конечном г нельзя 
применять теорему о вычетах, так как \*+! .-*" це яв- 
ляется циклом). Таким образом, мы получаем дока- 


0 . & 
зываемую формулу с Г=Ит Г; сходимость интеграла 
2—0 


по Г следует из того, что все 5$»„П°Г имеют в ОГ дей- 
ствительную коразмерность 2, в то время как $» по- 
являются в знаменателе в первой степени. 


1) В п. 2.20—2.23 следует исключить случай и=0, m=n+1. 
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2.21. Лемма. Если n + т— 1 четно, то функция 
Æ (=)! © 
(В = | СИ ое рт: Зы ee 
(Tee = 
о EU МР(—$) jap () ШИ 


голоморфна в точке и. 
[Степень Р равна 0, ... 0, œuy1 — 1 ..., От — 1.] 


Рис. VI.2. 


Действительно, по формуле Пикара — Лефшеца 
\Уаг-"Г1, к | = Моро es -одией+! sr Pb 


откуда, учитывая теорему о вычетах, определение. 
ip () и лемму 2.15, получаем, что функция f,(f) on 
нозначна. Построим для нее мажоранту; в силу лем- 
мы 2.15 ее второй член не превосходит const . |[In/(f)|, 
а первый член можно оценить по формуле п. 2.20. 
В п. 2.20 интеграл по Г сходится абсолютно и равно- 
мерно и, значит, ограничен, что же касается интеграла 
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по \+!...”, то его подинтегральное выражение при 
и > 0 мажорируется константой, а при u = 0 — функ- 
const 


цией. VToT (чтобы в этом убедиться, воспользуй- 
тесь локальными координатами). Окончательно 
const 
| 2) |< сопз{ . [Ш АК |+ — = 
с VITET ? 


откуда вследствие однозначности вытекает голоморф- 
ность fy(f). 


2.22. Тео р ема. Пусть Р — однородный полином 
степени В. Если п + т— 1 четно, то функция 


2-2.) La En 2 (8) 


(Qniy"U IN 
(ара = 1)! #24 (ат ns. 1)! 


Fit) = Aie 


голоморфна при B>a— Пи 


. В частном случае 
В = (0, ..., 0, м4. —1,..., œm— 1) эта теорема яв- 
ляется непосредственным следствием лемм 2.19 и 2.21. 
- Общий случай выводится из этого частного с помощью 
следующей леммы. 


2.23. Лемма. Если Ри Р’— два таких однород- 
ных полинома, что Р(—$)Р”(—$) = 0, и если 


deg P=B>a- п-т, 


то функция 


P( SE) Р" (32) (ыы (ЦВ) - Р (5) eye (9 (6) 


голоморфна в точке и. 
Для доказательства этой леммы достаточно вспом- 
НИТЬ, ЧТО jhjpp (£) имеет на L нуль порядка >В + В’ — 
п+т-1 
a 5 — (см. лемму 2.14), т. е. порядка 2 В’ = 
= deg Р’, так что функция 


P' (55) Гавь (9 LE] — ду In 1 (8) 


голоморфна. 
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Таким образом, теорема 2.22 доказана. Из этой тео- 
ремы и из (2.16) следуют формулы (2.1”) и (2.1””). 
Осталось рассмотреть два частных случая. 


2.24. Доказательство |. в 


ето 9-[П æ Lea 


i=l 


В силу формулы Пикара — Лефшеца В He развет- 
вляется, и, следовательно, /„(Г) однозначна. Она, оче- 
видно, ограничена и, значит, голоморфна. 


2.25. Доказательство (2.1У): 


PT а 


Из п. У.2.12 следует, что класс 


+ (—)" Мб обо... © ,0"*! 


инвариантен. Значит, 


гы __ +1 o 
@)=t.h+ (=) м | ии 


— 
8, о 6. ©. а8 „6+1 


Преобразуя второй интеграл, как в лемме 2.19, и при- 
меняя затем формулу вычетов, получаем 


м х 
(0 =Е h. (м —1)!... (an — 1)! (an+1 — 1)! P (— 3) 


а та 


бо. .oô, éen+1 
(= RE Е 


Ри моих 
© | 
а Sng1 451 Л... Adsl , 


6п-+1 


где Р — однородный полином степени (0 — 1, 
2...) Un — 1, Оп — 1). 
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Но в локальных координатах п. У. 2.1 


Sn+1(0"* )=&, 


т. €. в произвольных координатах - 


Sn+1 (0"+') нех - : 


так что 
n+1 à = 
(—y"# М (2xi)" (TI À! | 
i=1 
(œ: в 1)! EE (аи 1)! 


À . © 
Х + ая À... A dSn 


I (= Eh + X 
(a—n—1)! 


a LIT 


Глава УП 


ВЕТВЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА В СЛУЧАЕ, 
КОГДА ПОДИНТЕГРАЛЬНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ САМО ИМЕЕТ 
ВЕТВЛЕНИЕ 


Мы уже изучили ветвление интеграла в случае, ко- 
гда подинтегральная форма имеет на $1, So, ..., Эт 
полярные особенности; именно, применяя формулу Пи- 
кара — Лефшеца и теорему о вычетах, мы выяснили, 
что при обходе вокруг многообразия Ландау L по про- 


стой петле юг, интеграл т 2. ф; переходит в 
D - 


"(0 = ЦО+М [ «= (9+ Ма" | Res” qu. 


В этой главе мы хотим решить аналогичную за- 
дачу в случае, когда сама подинтегральная форма ф; 
имеет ветвление на $1, So, ..., Эт. При этом мы имеем 
дело уже не с пространством У — 5, а с его накры- 

——— 


тием 7—5. Начнем с нескольких общих фактов о Ha- 
крытиях. | 


1. Некоторые сведения о накрытиях. Накрытием 
топологического пространства |) У называют: локально 


тривиальное расслоенное пространство У —+ Ус дис- 
кретным слоем F. 


1.1. Обозначим через F, =г!(у) слой над у. Так 
же, как и вп. ТУ. 2.6, можно показать, что всякий путь 
À в пространстве У с началом а и концом 5 порождает 
изоморфизм 

А Ра > ЁБь, 


1) В дальнейшем У предполагается локально компактным H 
паракомпактным. 
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зависящий лишь от гомотопического класса этого пути. 
Этот изоморфизм строится следующим образом: если 
à = Ка, то в У существует единственный путь Ад с на- 
чалом à, такой, что года = À; конец D этого пути и 
есть по определению точка À. à. 


1.2.-Положив в 1.1 a = b, мы определим гомомор- 
физм 


x: л!(Т, а) > AutF, равенством х(^) = À. 


Факторгруппа Q, = п! (У, а) [Кегх (изоморфная об- 
разу x B AutF,) называется структурной группой на- 
крытия. С точностью до изоморфизма эта группа не 
зависит от выбора начальной точки а. 


1.3. Проекция г: Ÿ — Ÿ индуцирует гомоморфизм 
фундаментальных групп 


га: (У, @)> пи (У, а) — [где а = г(а)} 


определенный равенством га (А) = гой. 

Этот гомоморфизм инъективен, так как если про- 
екция петли À € У гомотопна нулю, то и сама петля 
гомотопна нулю |). 


1.4. Положим nf =Imr,; это подгруппа в л!(У, а), 
состоящая из петель À, «поднятия» которых Аз (060- 
‚значение из п. 1.1) кончаются в точке à, причем, оче- 
ВИДНО, | 

Г] <“ = Кех. 
аеЕ, 


Всюду в дальнейшем предполагается, что прост- 
_ ранство У линейно связно (и локально линейно связно).. 


1.5. Множество л,(У, a)/n? левых классов смежно- 
сти группы п! (У, а) no n° изоморфно слою F,. Дей- 


— 


ствительно, пусть à: ли (У, а) + Е. — отображение, со- 


1) Здесь мы имеем дело с частным случаем общего свойства 
накрывающей гомотопии в расслоенных пространствах; именно 
это свойство используется при доказательстве того, что всякое 
расслоение со стягиваемой базой тривиально, 
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поставляющее петле À точку b = À.4. Это отображе- 
ние, очевидно, сюръективно, так как для всякой точки 
БеЕР. в У существует путь А, соединяющий 4 с D, так 
что достаточно положить А =Г°А. Пусть теперь для 
двух петель À и Л’ мы имеем À.û = ^'.4; это озна- 


/ © о 
чает, что пути Ад и Ад кончаются в одной и той же 
=> > — / à ^ 
точке 5, т.е. А; .Аа— петля с началом в à, проекти- 
„= / —] / a 
рующаяся в А ‘À или À „Лем. 


1.6. Если 4 ибе= Ка, то подгруппы лё и п? являют- 
ся сопряженными относительно внутреннего автомор- 


физма пл, (У, а). Действительно, пусть А — путь с Ha- 
чалом 4 и концом 6, и пусть À = Год. Из коммутатив- 
ности диаграммы 


= рее Г 
à ЦА] à ИМ ее 
у у 


л (У, В 5 ьл (У, а) 


(вертикальные стрелки — изоморфизмы) следует, что 
Imr; и Пг сопряжены относительно автоморфиз- 
ма [A]. 


1.7. Регулярное накрытие. Накрытие на- 
зывается регулярным, если N° — инвариантная (от- 


носительно внутренних автоморфизмов) подгруппа 
группы л1 (7, а). В этом случае ла: не зависит от вы- 


бора й=Ё. (в силу 1.6) и совпадает с Кегх (в силу 
1.4). Отсюда вследствие 1.5 получаем, что структур- 
ная группа О. изоморфна слою Ра, на котором она дей- 
ствует транзитивно как умножение слева. Зафиксиро- 
вав раз и навсегда точку 4 из п. 1.5, мы отождествим 
слой Ра с группой Q,, что позволит определить также 
и умножение справа точки из F, на элемент из Q,. Мы 
сейчас увидим, что это умножение справа канонически 
распространяется на все слои Fr, так что Q, действует 
на всем накрытии У как группа правых сдвигов, со- 
хранящих проекцию г. А именно, пусть GE Q;, 
правый сдвиг .@ переводит точку БеЕУ в точку 


164 Гл. УИ. Ветвление интеграла 


b .o = À. ((A —'.5).®), где À — какой- -нибудь путь, соеди- 
няющий а с b=r(b), À '.Б-— точка F,, переходя- 
IAA при умножении справа на @ в точку és .5) © 
и отображающаяся снова в Рь под действием сдвига À... 
Легко видеть, что полученная таким образом точка 
6. не зависит от выбора пути À. 


1.8. Построение всевозможных накры- 
тий пространства У. Всякой подгруппе Л 


группы л!(У, а) можно сопоставить единственное с 
точностью до расслоенного изоморфизма накрытие 
Y > YŸ, для которого г, а(м (У, 4)) =л;; в качестве про- 
странства У можно взять множество гомотопических 
классов путей в У, отождествляя пути, эквивалентные 
по модулю Ti, 

В частности, при x, =0 полученное накрытие на- 


зывается универсальным накрытием У; это единствен- 
ное односвязное накрытие У и оно «накрывает» все 
остальные. 


-2. Обобщенные формулы Пикара — Лефшеца. 


2.1. Вернемся к обозначениям и предположениям 
XV: интересуясь теперь TOMOJOTHAMH не Х — $, = 
га д Se EST, где Ÿ — — $ — накры- 


тие У— $5, Y=S}; = Y — —sni"(#), а проекция À оп- 
ределяется из коммутативной диаграммы 


о 
5% 
fa \ k 
T 


Отметим, что, если У — $ — локально тривиальное рас- 


слоение с базой Т, то же самое верно и для Ÿ —S по 
определению, слова «накрытие». Поэтому «многообра- 
зия» Ландау в нашей новой задаче те же, что и в 
гл. V. Так же как и в гл. V, задачу о ветвлении вокруг 
этих многообразий можно локализовать и решать в 
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открытом множестве V—S =У— $ У, где V — ma- 
лая шаровая окрестность точки пинча а = S;fS2f. 
.П$„. Структура накрытия У — $, очевидно, очень 
проста. Действительно, подмногообразия Si, So, ... 
‚ Эт Пересекаются в У в общем положении, так что 
VS имеет гомотопический тип произведения т 
окружностей: 


у —5 = (С-— {0})" хе 


‚ Как известно, в этом случае фундаментальная группа 
л1(У — $) — это свободная коммутативная группа, по- 
рождаемая малыми петлями в, 62, ..., Om, обходя- 
щими соответственно вокруг $1, $52, ..., эт. Поэтому 
всякое накрытие У — $ регулярно и, следовательно, 
л1(/И— 5) действует как группа автоморфизмов на- 
‚крытия (мы рассматриваем ее как группу левых авто- 
морфизмов; так как она коммутативна, ее действие 
справа, определенное в п. 1.7, совпадает с действием 
слева, определенным в п. 1.2)!). 


2.2. Описание исчезающих цепей. Выбе- 
рем, как и в гл. V, точку { & L и положим И = У, 

Можно считать, что исчезающая клетка € из п. У. 2.2 
является «клеткой» (не компактной) в И — $, прооб- 
раз которой г! (е) в И— $ = У—5$| (И — 5) являет- 
ся объединением клеток ;е, [ЕР (здесь дискретное 
множество РЁ — слой накрытия). Каждой из этих «кле- 
ток» je сопоставим «цикл» s= 


уе = (1 — @1) (1 — @2)...(1 — Om ) ве. 


1) Отметим, что в работе Фама [1] привилегированную роль 
играют те накрытия Ps на которых @1, @2, ..., Om действуют 
независимо, т. е. подгруппа mm (V —-S) порождается петлями 
вида оу, У, ... без участия «смешанных» членов вида @102, ... 


— 
?) Это цикл в U—S с некомпактным носителем; соответствую- 
щее семейство носителей описано в добавлении, п. à. 
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Можно построить (Фам [1]) деформацию этого 
«цикла», отодвигающую его от $, и превратить его в 


цикл с компактным носителем в U — $, обозначаемый 
‚ё, проекция которого ё = r,fê принадлежит исчезаю- 
щему классу ê(U — 5$) из гл. У. Рис. УП.1 иллюстри- 
рует переход от «цикла» ;ё = (1 —0)„;е—к циклу ;ё 
в случае п = т = 1; через « обозначена единственная 
образующая структурной группы, за ее представитель 


- (4), se 
TES Re TE ИИ! 110 $ ФИ ИИ ИИ ии 
- >“ м. 
re 14 


Рис. УП. 1. 


‚ 9 — $ можно принять маленькую петлю вокруг ка- 
кой-либо одной из точек, образующих 9:. Разными ли- 
ниями (сплошной и пунктирной) мы обозначаем 
‚клетки, лежащие на разных листах (разрез, разделяю- 
щий эти листы, выбран произвольно; на рисунке он 
заштрихован). 

В общем случае (когда п и т произвольны) можно 
получить интуитивное представление о ситуации, если 
заметить, что петля «; не действует на «{-ю границу» 
«клетки» je («i- границей» мы называем часть «гра- 
ницы», лежащую в S;) !). При этом «цикл» уе, опреде- 
ленный выше, «имеет в $ нулевую границу», поэтому 
не удивительно, что его можно сдвинуть с S и превра- 


тить в цикл в О — 5. 


2.3. Формулы Пикара — Лефшеца. Bapua- 
ция класса гомологий h & H,(X —S;) определяется 


1) Всем этим выражениям в кавычках (достаточно интуитив- 
НЫМ?) не следует придавать особого смысла (см. ниже, п. 2.5). 
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по формуле!) 


(Р) 7 Varh == ei +№,6, 


[ЕЕ 


(n+1) (n+2) 


(L) М=(-) 2? (xelh). 


Чтобы убедиться в том, что сумма в (Р) имеет смысл, 
заметим, что даже в случае, когда слой F бесконечен, 
существует лишь конечное число ненулевых индексов 
пересечения, так как À — это класс гомологий с KOM- 
пактными носителями. 

2.4. Применение к ветвлению инте- 
грала. Из формул (P), (L) получаем формулы 
ветвления интеграла J(f) = | Pr, TAC ф; — замкнутая 


| f 
дифференциальная форма Ha À — $, голоморфно 3a- 
висящая OT #{: обозначая через Disc, J(£)=(1— &;)7 (6) 
разрыв J(f), получаем 


(Disc 1) Disc, J(t)= — D № | Ps. 


ЕЁ fê 
Если подинтегральное выражение имеет в окрестности 
5,52, ..., эт «не слишком большую» особенность 


[практически, если его модуль растет не быстрее чем 


нЕ 0<а<1) при стремлении к $; вдоль. некото- 
| 


1) См Фам [1]. В действительности эта формула доказана 
там лишь в случае накрытий с «независимыми» разветвлениями 
(cm. примечание 1 на стр. 165), но я думаю, что она верна и в 
общем случае. Во всяком случае, поскольку она верна для уни- 
версального накрытия над О — 5, она верна также и в случае 
произвольного накрытия для всякого класса À, являющегося про- 
екцией некоторого класса универсального накрытния, т. €. для вся- 


кого цикла Г, который после поднятия в универсальное накрытие 
останется циклом (когда я говорю о классе À или цикле Г, подра- 
— 


зумевается, конечно, след этого класса или цикла в U — $: зада- 
ча чисто локальна). 
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| In $ 
рого направления; пример: функция ь (0<b< | À 
Е К 
| 
то цикл jê, по которому ведется интегрирование, 


можно заменить на je = (1—9!) ... (1 — wh);e, что 
дает | 
(Disc 2) Disc, J(9=— У, ;N | Disc; Discs … Disc qu 
| ТЕР fe 


[где по определению Disc, 4p =(1— &;) #l. 

Предположим, более общим образом, что ф, имеет 
особенности предыдущего типа на многообразиях 
$51, 92, ... от И ПОЛЯрные особенности (без ветвле- 
ния) на многообразиях Фр, ..., Эт. В этом случае 
цикл ‚ё можно заменить на 


Ou41° ee од(1 — 61) (1 — 62)... (1 — в), ей +1 ++ 


где 6; — кограница Лере, по отношению к подмногооб- 
разию S;, а через ;е№"-.-т обозначена сложная грани- 
ца клетки je: | 


‚ор +! "т = От а. од. +1 Ее. 
В этом случае по теореме Лере о вычетах получаем 
(Disc 3) Disc, J (4) = — @)"® 2 МХ 
ЕР 


X | Кез... Кез 0156... 0136; фл 
Рав: se. № 

2.5. Обобщение на случай относитель- 
ных гомологий. Если форма $, имеет на 
59.2, Si (u LM) «не слишком большие» особен- 
HOCTH (см. п. 2.4), то ее можно интегрировать даже по 
тем цепям, которые пересекаются с Si, So, ..., Su И 
естественно. попытаться решить проблему ветвления 


для интеграла J({) = | D, где цепь Го... и, ПО 
Г, 2... 
которой ведется интегрирование, «имеет границу в 


$0520... US,». К несчастью, определить понятие 
«имеет границу в 5» для цепи, которая должна раз- 
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ветвляться при обходе вокруг $, — дело довольно тон- 
кое. В работе Фама [1] это препятствие обходится при 
помощи очевидной стратификации Ÿ, при которой 
стратами являются подмногообразия 

Y—S,.. S,— U У = И Эр» 


RE i Е] 


и «связывания» накрытий каждого из этих стратов в 
одно пространство У; затем предполагается, что инте- 
грирование ведется по классу гомологий 


hi, CEE Be — HS ... т Si, 2...u). 


Недостаток этого метода в TOM, что OH применим 
не ко всем накрытиям над У— 5, а приводит лишь 
к тем из них, для которых ветвления «независи- 
мы» [примечание |1, стр. 165], причем бесконечные 
накрытия получаются лишь с помощью неприятных 
ухищрений. Лучше не стараться расширить простран- 


ство 7—5; в добавлении (п. 3) показано, что BCE вы- 
шеуказанные гомологии можно переопределить для 
случая: специально подобранных семейств носителей в 


У — $, при этом новое определение имеет TO преиму- 
щество, что оно применимо к любым накрытиям. 
Результат работы Фама [1] формулируется так: 


(Pi,2...u) Varho.u =, 2 No, … Oh, 501,2... и? 


(n+1) (n+2) 


N=(—-})(-—) ы а 0 


а 2, ›..„- Цепь, получающаяся сдвигом с Su+r 
цепи (1—@uy) ... (1 — @m)re; цепь ;6,,,. ., опре- 
деляется аналогичным образом. Из этой формулы сле- 
дует формула разрыва, аналогичная (Disc 2), с 
Discur1 ... DiSCm@; под интегралом. 


[2 Ф. Фам 
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3. Добавление об относительных гомологиях и се- 
мействах носителей. 


3.1. Лемма. Пусть Х = У— 5 — локально Kou- 
пактное паракомпактное топологическое пространство, 
такое, что S является в У деформационным ретрак- 
том некоторой своей открытой окрестности. Обозначим 
через И эту окрестность, а через 8+: И -> И — гомото- 
пию, переводящую тождественное отображение (Lo = 
= 10) в ретракцию г:П 5 (8: = ог). Предположим, 
что выполнены следующие условия: 

(1) (устойчивость $): g.(S)= $ для всех те [0, 1]; 

(ii) (уменьшение окрестностей): в. при + < 1 e0- 
меоморфно отображает Ц на открытое множество U:, 
уменьшающееся при возрастании т; обозначим через 
5... Ч. > U,, возникающий при этом естественный 


гомеоморфизм. Мы требуем, чтобы 
Lrr (U,r) Ч АА о SU 


(111) для всякого компакта К из Х существует та- 
коет< 1, что 
КПИ. =9. 


Пусть D — такое семейство носителей в X, что 

(Ф) ФП(У— О) для всякого т < 1 есть семей- 
ство компактов; 

(Фи) для всякого AC OD| И 5 


( =. (A eoœIu-s. 


т<1 
Тогда существует канонический изоморфизм 
Н.(хХ) = H,(Y,S). 


Примеры. Если У — дифференцируемое много- 
образие, а $ — замкнутое подмногообразие, семейство 
(U,, 4.) легко построить, взяв в качестве Ц трубча- 
тую окрестность S (см. п. 1.6.4). 

Примеры семейств Ф: 

ой (== $), где с — семейство компактов в у. 

2°. семейство всех тех замкнутых подмножеств x 
пересечение которых с У— И: компактно при всех 


т Ё, 
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Доказательство леммы 3.1. Из очевидных 
свойств вырезания и деформационной ретракции сле- 
дует существование канонического изоморфизма | 


Н,(У,5$) = H,(X,U—S). 


С другой стороны, применив условие (Ф;) при т = 0, 
получаем очевидный гомоморфизм 


ф: С, (ФА) — C,(X, и —S), 


который в каждой цепи из C,(œX) уничтожает те ее 
элементы, носители которых лежат в (— 5. 

Этот гомоморфизм, очевидно, сюрзективен, и ядро 
его совпадает с группой С,(х| И — $). Мы получаем, 
таким образом, точную последовательность !) 


0—С. (AU —S)1+C, (al X) > C,(X, U —S) 0, 
которой соответствует точная гомологическая последо- 
вательность 
+ 4H, (ol U —S) + Hp (oX) —*> H,(X, И - 5) 2+ 

— Нр-1 (œl U—S)— Sa 
Покажем теперь, что Н, (9 И — $) = 0; тогда ф„ — изо- 


морфизм, и лемма будет доказана. 
Для любых т« т’ отображение 


Bret И.-5>0.-5. 


(ограничение g,,ogr! на И. — 5) гомотопно тожде- 
ственному. 

Пусть Ст: Ср (ф М*- 5) -> Ср+1 (ы Ur — 5) — соот- 
ветствующий оператор гомотопии; чтобы убедиться в 
том, что он действут вышеуказанным образом, надо 
проверить, что если Y — локально конечная цепь с но- 

сителем в Ф|] 0. — 5, то 
В 1°. Су тоже локально конечна. Пусть К — ком- 
пакт в U,—S; вследствие (iii) существует множество 
О", не пересекающееся с К; положим y = y + у”, 


1) Дальнейшие рассуждения требуют от читателя некоторого 
знакомства с гомологиями цепных комплексов (см., например, 
Маклейн [1, гл. Ш). 


12* 
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где у” состоит из элементов цепи у, носители которых 
лежат в ÜUz:"; согласно (ii), носитель С тх’у” также ле- 
жит в Ол”, ПОЭТОМУ 


(supp С т-’у) П К = (supp Ст) ПК. 


Но, согласно (Ф;), у’— конечная цепь, поэтому злу’ 
тоже конечная цепь, и мы убедились, таким образом, 
в том, что К пересекается лишь с конечным числом 
элементов цепи С злу. 

2°. supp Grr'Y = Ф | И+-— $; это с очевидностью выте- 
кает из (Ф;:) и аксиомы (Ф?2), п. I. 5.1. 

Покажем, что всякий цикл 2= 2, (| И — 5) гомо- 


логичен нулю в Н, (1 И — 5). По определению опера- 
тора гомотопии 2.— Lornr = OG 3,2, ANA ВСЯКОГО ЦИК- 
ла 2€ Zp(ol Ur —S). Пусть п = 0, ти, т2,... — бес- 


конечная возрастающая последовательность, стремя- 
щаяся к р рассмотрим цепь 


== С 2, THE 2: =9 2. 
г а LC 3 т; — Er 


Эта цепь локально конечна, ибо вследствие (iii) се- 
мейство (Их, — 5), локально конечно в Х. Кроме того, 


согласно (D;;), его носитель содержится в D | (— 5. 
Но ясно, что ду = = и доказательство закончено. 


3.2. Прообраз семейства носителей. 
Пусть f: Х-»Х — непрерывное отображение локально 
компактных паракомпактных топологических про- 
странств и Ф — семейство носителей в Х. Обозначим 


= 
через f, (Ф) совокупность таких подмножеств Х, об- 
разы которых принадлежат Ф и пересечения которых 
с прообразом всякого компакта компактны. Легко ви- 


—1 u : y 
деть, что [. (®)— это семейство носителей |) в Х, при- 


1) Это семейство носителей упоминает Серр в трудах семи- 
нара Картана 1950—1951 гг. (см. А. Картан [2, сообщение 21]), 
чтобы проиллюстрировать понятие «хорошо Е се- 
мейств». 
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чем это наибольшее из тех семейств носителей Ф, для 
которых отображение 


Ï': 5Х—>ФХ 
гомологически допустимо (п. 11.5.3). 


3.3. Предположим, что отображение f из п. 3.2 
является ограничением некоторого отображения 
[: У->У, причем Х=У— 5, X—=Y—S, S=Ff(S). 
Предположим также, что 5 и S имеют в Уи У окрест- 
ности би U = (0), в которых определены гомотопии 
Lx H 8+, удовлетворяющие условиям леммы 3.1 и ком- 
мутирующие с проекцией [. Тогда если Ф — семейство 
носителей в À, удовлетворяющее условиям леммы 3.1, 
то, как легко проверить, тем же условиям удовлетво- 
ряет и семейство /, (D) в Х. Отсюда мы получаем 
канонический изоморфизм 
Н. (+-1 «Х) = H (У, 5). 


* , 
Применение к задаче из п. 2.5. Если 3a- 
даны пара (Ÿ,S) и накрытие г: У— $5 — У — 5, то 
для определения относительных гомологий Н,(У, 5) 
можно не строить ни пространство У, ни простран- 
ство 9; достаточно выбрать в У — S семейство Ф, удо- 
влетворяющее условиям леммы 3.1, и положить по 
определению 

НЕ, ©) =Ы, (rx: TS) 


+ 
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«Аналитик! Будь верен Правде, или 
Эквидомоид-мститель !) ночью CO- 
жмет твою грудь тоской и тревогой» 


(Леопольд Гюго) 


1. Топологическое пространство называется отделимым 
(в смысле Хаусдорфа), если любые две его различные точки 
имеют непересекающиеся окрестности. Из того что пространство 
локально гомеоморфно №” [свойство (ХО) п. [.1], не следует его 
отделимость; важный контрпример — пучок ростков непрерывных 
функций на В”. 

2. В Р” вводится фактортопология топологии К”"+! — {0} по- 
рассматриваемому отношению эквивалентности; иначе говоря, 
открытые множества в Р” — это образы открытых множеств из 
К”! — {0}. ; 

3. Отделимое топологическое пространство Х называется па- 
ракомпактным, если всякое открытое покрытие Х допускает ло- 
кально конечное измельчение. Можно доказать, что такое про- 
странство нормально, т. е. любые два замкнутых непересекаю- 
щихся множества имеют непересекающиеся окрестности. Вот по- 
лезное свойство нормальных пространств: для всякого открытого 
покрытия {U;} пространства Х существует такое открытое покры- 
тие {Vi}, что У; = Ui. 

Связь между паракомпактностью многообразий и свойством 
(Х1) из п. [.1 становится очевидной благодаря следующей тео- 
реме: 

Для того чтобы локально компактное пространство было па- 
ракомпактным, необходимо и достаточно, чтобы каждая из его 
связных компонент была объединением счетного числа компактов. 

4. Теорема о топологической инвариантности открытых мно- 
жеств: если два подпространства евклидова пространства В” 
гомеоморфны, и если одно из них открыто (в В"), то другое тоже 
открыто. Доказательство этой весьма тонкой теоремы см., напри- 
мер, в книге Эйленберга и Стинрода [1, гл. XI]. 

5. Для полноты следует упомянуть еще два свойства гомо- 
логий. A 
(1) Вырезание: пусть (X, А) — пара, И — подмножество в À, 
замыкание которого лежит внутри А; тогда существует канониче- 
ский изоморфизм 

Н»(Х, А) = Н»,(Х-— О, A —U). 


1) Определение слова «эквидомоид» см. у Кено [1], откуда 
заимствована эта цитата. [Эквидомоидом Леопольда Гюго назы- 
вается пересечение равных цилиндров, оси которых — большие 
диагонали правильного 2п-угольника. Как и другие создания 
Л. Гюго (гюгодомоидальная (1/т)-ичная арифметика, чисто мни- 
мая (1/7)-мерная геометрия и др.), теория эквидомоидов отли- 
чается крайним романтизмом. Член Французского математиче- 
ского общества известный французский писатель Р. Кено посвя- 
тил Л. Гюго главу своей книги (Кено [1]). — Прим. ред.] 
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Хотя доказательство этого свойства не очевидно, оно весьма на- 
глядно: так как при вычислении относительных гомологий пары 
(Х, А) мы «пренебрегаем» цепями, лежащими в А, то не удиви- 
тельно, что часть А можно выкинуть. 

(ii) Точная гомологическая последовательность: последова- 
тельность 


> (ХАН, H, (А) <= Нл (Х, А) <... 


(где Нр(Х) > Hp(X, А) — гомоморфизмы, индуцированные проек- 
цией С,(Х)->С.(Х, А)) точна, т. е. образ каждого гомоморфиз- 
ма совпадает с ядром следующего. 

6. Осталось упомянуть два свойства когомологий. 

(1) Вырезание: формулируется точно так же, как и для го- 
мологий [5]. 

(1) Точная когомологическая последовательность: 


es НР(Х, À) НРА 5 HP (АНТИ д): 


(где НР (Х, А) >Н Р (Х) > TOMOHARIRESME индуцированные вклю- 
чением С*(Х, А) > С*(Х)). 

7. В весьма общем случае возникает точная когомологическая 
последовательность замкнутого подпространства $ 


Te НР (Ф| Х— 5) > НР (Хх) > НР (@ $) "> 
> #41 (®] y ES) 


В случае ориентированных многообразий эта последовательность 
под действием изоморфизма Пуанкаре переходит в точную гомо- 
логическую последовательность Лере, которая в частном случае 
Ф = с записывается просто в виде 


4 TH, (xs) + H a) —<> À 
DT LE Re в 
(4 = dim À — р, r =codim 5), 


где fx — гомоморфизм, индуцированный включением |: À — S —> X; 
i* интерпретируется как «пересечение» с $ циклов À. 

8. Часто в локально тривиальные расслоенные пространства 
вводят дополнительную структуру, задавая группу С автоморфиз- 
мов слоя и требуя, чтобы различные локальные тривиализации 
были согласованы относительно преобразований из этой группы* 
(например, в случае касательного расслоения к многообразию в. 
качестве С можно взять группу линейных преобразований). В этом 
случае говорят, что задано косое произведение со структурной 
группой (по-английски fibre bundle). 

9. Так как в формулировке условий А и В Уитни участвуют 
«углы» между гиперплоскостями, можно было бы предположить, 
что понятие регулярного примыкания связано с метрическими 
свойствами окружающего пространства. Но это не так, ибо 
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условие стремления к нулю некоторых углов между гиперплоско- 
стями можно выразить, сказав, что некоторые точки «простран- 
ства, расслоенного на грассмановы многообразия» (А. Картан 
[1]), стремятся к некоторым «циклам Шуберта» (А. Картан [1]) 
этого пространства (см. Том [4]; на самом деле в этой работе 
используется «расстояние» в грассмановом многообразии, но вмес- 
то этого можно рассмотреть «равномерную топологию»). 

10. Пусть У — дифференцируемое многообразие, М и N — два 
дифференцируемых подмногеобразия в У соответственно кораз- 
_мерностей т’и п’. Говорят, что М и М трансверсальны в точке 
уе М1 №, если их касательные пространства в точке у порож- 
дают все касательное пространство Гу (У): 


Ty (M) ФТ» (М) = Ть(У). 


(В случае коразмерности | это понятие совпадает с понятием 
«общего положения».) Подмногообразия М и №. трансверсальны, 
если “они трансверсальны в каждой точке их пересечения. При 
этом MAN оказывается подмногообразием коразмерности 
т’ + п’ (если условиться, что многообразие отрицательной раз- 
мерности пусто). 

Дифференцируемое отображение f: À ->У называется транс- 
версальным подмногообразию Мс У, если его график трансвер- 
сален подмногообразию À X МоХХ У; оно называется транс- 
версальным стратифицированному множеству LE Y, если оно 
трансверсально каждому из стратов L (заметим, что вследствие 
условия А Уитни, если отображение трансверсально какому-ни- 
будь страту L, то в окрестности этого страта оно трансверсально 
его звезде). 

11. Возникает естественный вопрос: существует ли для задан- 
ной замкнутой формы © на $ такая замкнутая форма ф на À — $, 
ЧТО @ — ее вычет? Ответ получаем из точной когомологической по- 
следовательности 


‚* *Г 
‚< fa (5) < НЧ (x) <= | 
HIT SA pat (Sy 


двойственной точной гомологической последовательности Лере 
(см. [7] сг= 2) относительно билинейной формы — интегрирова- 
ния (двойственность де Рама). 

Из этой последовательности видно, что класс когомологий 


== —9 — 
29 —2 = НЧ-? ($) является вычетом класса НЧ! (Х-$) тогда 
и только тогда, когда образ #1 = при гомоморфизме г. равен 


нулю (относительно явного вида ЙТ см. Лере [1]). В частности, 
так будет всегда, если $ и Х — алгебраические подмногообразия 
СМ, которые при очевидной компактификации СМ и СРУ транс- 
версально пересекают «бесконечно удаленную гиперплоскость» 
(см. Фари [1, теорема о разложении], где показано, что при этих 
условиях гомоморфизм i*: Но.(Х) — На-2($) нулевой; то же ca- 
мое, очевидно, справедливо и относительно двойственного ему 
ixT), 
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Здесь указано происхождение основных идей данной книги 
(за исключением возможных ошибок, которые следует считать 
моим личным вкладом). 

Глава I. По поводу основных понятий, относящихся к диф- 
ференцируемым многообразиям, см. Уитни [1], де Рам [1]. Большое 
влияние на меня оказал также курс Дегёвеля в Институте Анри 
Пуанкаре (1962—1963). = 

Глава II. Современное и вполне элементарное изложение 
теории гомологий можно найти в книге Уоллеса [1]. См. также 
книгу Эйленберга и Стинрода [1], которым мы обязаны аксиома- 
тическим подходом к теории, и Маклейна [1], где излагается 
алгебраическая техника. 

Понятие семейства носителей и изоморфизм Пуанкаре в об- 
щем виде заимствованы у А. Картана [2]; некоторые факты из 
этой области кратко изложены в статье Фотиади и др. [1]. 

Понятие потока ввел де Рам [1], см. также Норге [3]. | 

Глава III. Лере [1]. См. также изложение Норге [1], кото- 
рому принадлежит более общая формулировка (Норге [2]) тео- 
рии вычетов Лере. 

Глава IV. Понятие объемлющей изотопии часто встречается 
в литературе, но устоявшейся терминологии нет. Здесь мы сле- 
дуем работе Фотиади и др. [1]. < 

Понятие стратифицированного множества ввели Уитни [3] 
и Том [3]. Формулировка условий регулярного примыкания Уитни 
заимствована из работы Тома [4]. 

Формулировка и эскиз доказательства теоремы изотопии Тома 
впервые были опубликованы в работе Тома [3]. Ее подробное до- 
казательство было рассказано на семинаре Тома — Мальгранжа 
по дифференциальной геометрии (I. Н. Е. $., Bures-sur-Yvette, 
1964—1965), текст готовится к печати. При доказательстве Том 
использует в действительности несколько иное определение регу- 
лярного примыкания, чем Уитни, состоящее в основном из свой- 
ства «выстилания» (существование функций, «выстилающих» гра- 
ницы стратов). Но, по-видимому, это свойство выстилания яв- 
ляется следствием условий А и В Уитни (Том сообщил об этом 
недавно в письме к Д. Фотиади). | 

Два замечания по поводу формулировки теоремы. 

Г. Пространством базы T- y Тома является отрезок [0, 1], но 
его рассуждения легко обобщить на случай 49-мерного куба 
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(индукцией по 9, Фотиади и др. [1]), откуда следует локальная 
тривиальность над любым 4-мерным многообразием. 

2°. При формальном чтении сообщения Тома [3] может пока- 
заться, что сюрзективность отображения л на каждом страте 
‚должна входить в число предположений. На самом деле ее легко 
вывести из других предположений, а именно: л — собственное 
отображение, rang(n Pie dimT, страты удовлетворяют усло- 
виям регулярного примыкания. 

Относительно особенностей дифференцируемых отображений 
см. Уитни [2] и Том [2] '). 

Глава У. По поводу ветвления классов гомологий (фор- 
мула Пикара — Лефшеца) см. Лефшец [1]. Более прямое доказа- 
тельство дал Фари [1]. Эти авторы интересуются лишь гомология- 
ми Hn(S) в случае единственного подмногообразия $ [это соот- 
ветствует формуле (PL) из п. У. 2.4, У. 2.5]. 

Случай гомологий Н»„(Х — $), где $ — объединение подмно- 
гообразий, находящихся в общем положении, можно получить 
с помощью некоторого обобщения двойственности Пуанкаре: см. 
Фотиади, Фруассар, Ласку и Pam [1]. Независимый подход пред- 
ложен в статье Фама []]. 

Глава VI. В основном вся эта глава скопирована со статьи 
Лере [1], разница лишь в том, что я рассматриваю случай объеди- 
нения нескольких подмногообразий — обобщение простое, но не- 
сколько утомительное. 

Глава УП. См. Фам [1]. 

По разным главам разбросаны некоторые общие факты 
о расслоенных пространствах, накрытиях, гомотопических груп- 
пах и т. д. По поводу всех этих понятий см. А. Картан [1], Стин- 
род [1], Хилтон [1] ит. д. 


1) См. также Арнольд [1*], Брискорн [1*], Мальгранж [1*], 
Мезер [1*], Уитни [4*] и сборник переводов «Особенности диффе- 
ренцируемых отображений», М., 1968. — Прим. ред. 
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